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Vorwort. 



Die Fourier'sche Reihe steht, man kann sagen, zur Kreisperipherie in 
genau derselben Beziehung , wie die Lapldce^sohe (nach Kugelfunctionen fort- 
schreitende) Reihe zur Kugdfläche. Dabei mag, was die Bestimmung der 
Coefficienten dieser Reihen betrifft, erinnert sein an die bekannten Formeln 



I sin (n 97) eil 



(a.) I sm(n97)8in(59>)(29}«» 0, resp. » tt 

— n 

und . 

+.1 



m 



f -P« W-P,fitA)d/[A == 0, resp. 



2n+ 1 
— 1 



wobei zu (a.) noch hinzuzufügen sein würden die analogen Formeln für 
Sintis Cosinus, und Cosinus CosimiSy und zu {ß.) die analogen Formeln für 
die sogenannten adjungirten Kugelfunctionen d. i. för die P„y ((i). 

Lässt man den Radius der Kreisperipherie resp. der Kugelfläche ins 
Unendliche wachsen^ so verwandelt sich^ wie ich im vorliegenden Werk 
zeigen werde, die Fourier'sche Reihenentwicklung in die sogenannte Foiirier'sclie 
Integraldarstellung y andrerseits aber die Laplace'sche ReilienentwicUung in eine 
gewisse nach Cylinderfunctionen (d. i. nach Bessel'schen Functionen) fort- 
schreitende Integraldarstellung *) . 



*) Diese nach den JBes^erschen Functionen fortschreitende Integraldaretellung wurde von mir 
entdeckt und publicirt in meiner Schrift: Allgemeine Lösung des Problems über den stationären Tem- 
peraturzustand eines homogenen Körpers, welcher von irgend zwei nicht concentrischen Kugelflächen 
begrenzt ist. Halle, Verlag von Schmidt. 1862. Daselbst Seite 149. Ich bin dort zu der in Bede 
stehenden Integraldareteliung durch einen Grenzübergang von zwei Kugeiflächen zu zwei einander 
berührenden Kugelflächen gelangt. — Die Methode, deren ich mich im vorliegenden Werk bediene, 
ist eine viel einfachere; denn sie beschränkt sich auf die Anwendung nur einer Kugelfläche, und 
besteht in einem Grenzübergange von dieser Kugelfläche zur unendlicJi grossen Kugelfläche. 

In der genannten Schrift vom Jahre 1862 habe ich ausdrücklich hervorgehoben, dass die dort 
gegebene Ableitung der in Rede stehenden Integraldarstellung keinen Anspruch auf wirkliche Strenge 
machen könne. Gleiches gilt von der durch Kürze und Einfachheit ausgezeichneten von Ermakoff 
gegebenen Ableitung (Math. Ann. Bd. 6, S. ,639). 

Strengere Ableitungen der in Bede stehenden Formel sind jedoch inzwischen gegeben worden 
von Du BoiS'Beymond (Math. Ann. Bd. 4, 8. »62) und von Mehler (Math. Ann. Bd. 5, S. 135). 
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IV Vorwort. 

Gleichzeitig verwandeln sich bei diesem Pi'ocess die Formeln («.), wie 
ich zeigen werde, in gewisse neue Integraleigenschaften der Kreisfunctionen y 
andrerseits die Formeln {ß,) in gewisse neue Integraleigenschaften der Cylinder- 
functionen'^). 

Diese einfachen Betrachtungen, welche den Anfang des vorliegenden 
Werkes bilden, machen keinen Anspruch auf wirkliche Strenge^ dürften aber 
dazu dienen, um von vornherein über die in Rede stehenden Reihenentwick- 
lungen, Integraldarstellungen und Integraleigenschaften namentlich über ihre 
gegenseitige Stellung und innere Verwandtschaft einen deutlichen Ueberblick 
zu eröffnen. 

Nach Absolvirung dieser einleitenden Betrachtungen, werde ich sodann 
übergehen zur strengeren Begründung der genannten Reihenentwicklungen, 
Integraldarstellungen und Integraleigenschaften ; und hierbei werde ich meinen 
Auseinandersetzungen durch Anwendung des wichtigen Du BoiS'Beymond'schen 
Mittelwerthsatzes sowie auch durch Benutzung der Ulisse DinV sehen Arbeiten, 
eine möglichst einfache Gestaltung zu verleihen suchen. 

Was die in eine Reihe resp. in ein Integral zu entwickelnde tvillkürliche 
Function betriflFt , so werde ich mich absichtlich beschränken auf die gewöhnlich 
vorkommenden Functionen, d. i. auf diejenigen Functionen, welche Jacöbi 
gesprächsweise die ,, vernünftigen^^ zu nennen pflegte. Demgemäss werde ich 
z. B., was Functionen einer Variablen betriflFt, nur solche in Betracht ziehen, 
bei denen die Anzahl der Unstetigkeiten, und ebenso auch die Anzahl der 
Maxima und Minima für jeden endlichen Spielraum der Variablen eine end- 
liche ist. 

Der Du Bois-Reymond'sche Mittdwerthsatz bildet, wie schon angedeutet, 
das Hauptinstrument meiner nachfolgenden Untersuchungen. 

Spezielle Fälle dieses Satzes sind bereits von Abel**), Bonnet **^) und 
Weierstrass entdeckt worden, wobei zu bemerken ist, dass letzterer das von 
ihm Gefundene nicht durch Druck, sondern nur gelegentlich seiner Vorlesungen 
mitgetheilt hat. Völlig unabhängig von den genannten Autoren ist der Satz 



*) Diese netten Integraieigenschaften der Kreis- und Cylinder-Fancüorien sind von wesentlicher 
Bedeutung für gewisse Probleme der Elektrostatik ^ wie ich solches, wenigstens theilweise, schon 
gezeigt habe in meinem Aufsatz über die Mehler'schen Kegelfunctionen (Math. Ann. Bd. 18, S. 218 ff.). 
Dass die neuen Integraleigenschaften der ^reisfunctionen ausserdem auch von Nutzen sind für gewisse 
Probleme der conformen Ahhildung^ gedenke ich in Zukunft zu expliciren. 

**) Abel', Untersuchungen über die binomische Reihe, daselbst Satz III; Crelle's Journal , Bd. 1; 
Seite 314. 

*^*) Bonnet: Bemarques st*r quelques integrales difinies; 1849. Liouv. Journ. T. 14. p. 249. 



Vorwort. V 

von Neuem, und zwar in seiner allgemeinsten Gestalt, gefunden worden von 
Du BoiS'Beymond im Jahre 1868*). 

Im Ganzen genommen ist der genannte Satz von ziemlich elementarem 
Charakter. Jedenfalls beruht seine "Wichtigkeit weniger auf seinem unmittel- 
baren Inhalt, als vielmehr auf den vortrefflichen Diensten, welche er als 
Instrument leistet, theils um den Zugang zu schon bekannten Sätzen zu 
erleichtem, theils zur Auffindung neuer Sätze. Diese sich weit erstreckende 
Brauchbarkeit und Nützlichkeit des Satzes aber dürfte zum ersten Mal in deut- 
liches Licht getreten sein durch den schon genannten Du Bois' sehen Aufsatz vom 
Jahre 1868. Und schon aus diesem Grunde scheint es angemessen, den 
Satz als den Du Bois-Eeymond' sehen Satz zu benennen. 

*) P. du BoiS'Beymond: Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe von Doppelintegralen, 
zu welcher das Fourier'sche Doppeliutegral gehört; 1868. Borchardt's Journal, Bd. 69, Seite 65; 
namentlich § 3, Seite 78. — Hinsichtlich der oben mitgetheilten historischen Notizen vergleiche man 
übrigens die kürzlich von Du Bois-Beymond veröffentlichte Schrift: Zur Geschichte der trigonome- 
trischen Beihen, Tübingen, bei Laupp. Seite 56^62. 



Leipzig, August 1881. Dr. C. Neumann, 
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yi^ 



==z cos 



sm <o 



/ (2n+l)(o _ ^\ 



nähert, so lange m eine nicht mit n zu Null convergirende Grösse bezeichnet; und femer auf dem 
Satz, dass P^ (cos a>) mit wachsendem n sogar dann noch der Null sich nähert, wenn co selbst unend- 
lich klein wird, allerdings nur so, dass n" <o schon mit n ins Unendliche wächst, wo a < J. — Diese 
etwas beschwerlichen Sätze habe ich in den betreffenden § 2 und § 3 zu vermeiden ^ und hierdurch 
meiner Untersuchung eine grössere Einfachheit zu verleihen gesucht. 



IJ^achträgliche Yerbesserangen und Bemerkungen. 



Auf S. 18, in Formel (80.) muss J{qg) statt J(qi) gesetzt werden. 

Auf Seite 86 ist in der eilften Zeile v. u. hinäbdrücken statt hinabdrückt zu lesen. — Auch würde 
sich auf dieser Seite, sowie in der letzten Zeile der vorhergehenden Seite eine leicht ersichtliche 

Aenderung empfehlen, welche darin besteht, dass man daselbst statt TT°^^ überall: Max TT^^ substi- 
tuirt, indem man dabei unter diesem Symbol: Max Tf^ die grösste der Zahlen 

K"' K'+i' KU' KU «i«f- 

versteht. Dieser Definition entsprechend ist alsdann selbstverständlich: 

Max n"^ > Max H"^, > Max n"i, > etc. etc. 

n --- n+1 = n+2 — 

Dieselbe Umänderung hinsichtlich des TT"^ empfiehlt sich noch an einigen andern Stellen dieses 

Werkes, ohne dass es nöthig wäre, hier näher darauf einzugehen. 
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erster und zweiter Art. Halle , bei Schmidt , 1862. 
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Erstes Oapitel. 

Einleitende Betrachtungen. 

Eine Function von einem Argument ist im Allgemeinen sowohl ent- 
wickelbar in eine nach Kreisfunctionen fortschreitende Reihe (die Fourier'sche 
Reihe), als auch in ein nach Kreisfunctionen fortschreitendes Integral (das 
Fourier'sche Integral).*) 

Hiermit analog ist eine Function von z^vei Argumenten im Allge- 
meinen einerseits entwickelbar in eine nach Kugelfunctionen fortschreitende 
Beihe (die Laplace'sche Reihe), und andererseits darstellbar durch ein nach 
Cylinderfunctionen fortschreitendes Integral (ein zuerst vom Verfasser dieses 
Werkes angegebenes Integral). 

Im gegenwärtigen ersten Capitel dieses Werkes soll nun gezeigt werden, 
dass man zu all^ diesen vier Entwicklungen in einfacher und natürlicher Weise 
geführt wird mittelst gewfeser, theils den Kreis , theils die Kugel betreffenden 
Potentialaufgaben. Und wenn auch der in solcher Weise in diese Regionen 
sich eröflBiende Weg keinen Anspruch auf wirkliche Strenge machen kann, 
so dürfte er doch dazu dienen , um von vornherein über die in Rede stehenden 
Entwicklungen, und namentlich über ihre gegenseitige Stellung und innere 
Verwandtschaft einen üeberblick zu gewinnen. 

Um näher auf die Sache einzugehen, mag es mir gestattet sein, das 
Wort: Potential fiinction anzuwenden, und zwar in demselben Sinne, in welchem 
dasselbe theils von Lipschitz^ theils von mir selber bereits mehrfach ge- 
braucht ist. 



*) Der Kürze und Symmetrie willen mag dem Verfasser diese Ausdrucksweise gestattet 
sein. Ebenso wie z. B. die Formel 

oo 
/*(«) =^ Ai CÖ8 {nx) ^ 

bezeichnet zu werden pflegt, als eine nach den Cosinus fortschreitende Eeihenentwicklu/ng ; ebenso 
mag eine Formel von der Gestalt: 

f{x)=rÄ^C0B{qx)dq 

bezeichnet werden als eine nach den Cosinus fortschreitende Integralenttoicklung oder Integraldar- 
Stellung; was einigermassen in Einklang ist mit der Ausdrucksweise von Du Bois-Reymond. 

Nenmann, Entwicklungen. 1 



Einleitende Betrachtungen. 



Bezeichnet nämlich X irgend ein be- 
stimmtes Gebiet der Ebene, so soll unter 
einer Potentialftmdion dieses Gebietes X jed- 
wede Function 

verstanden werden, die innerhalb X der 
Gleichung 

Genüge leistet, und die ausserdem sammt 
ihren ersten (nach x, y genommenen) Ab- 
leitungen innerhalb X stetig ist. 



Bezeichnet andererseits X irgend ein 
bestimmtes Gebiet des Raumes, so soll unter 
einer Potentialfunction dieses Gebietes X jed- 
wede Function 

V^Vix, y,z) 
▼erstanden werden, die innerhalb J der 
Gleichung 

dx^ "^ dy^ "^ de* " 
Genüge leistet, und die ausserdem sammt 
ihren ersten (nach x, y, z genommenen) Ab- 
leitungen innerhalb X stetig ist. 



Dies vorangeschickt, sind wir die zu jenen vier Entwicklungen hin- 
leitenden Potentialaufgaben sofort näher anzugeben im Stande. 



Ist nämlich X die Innenfläche eines 
Kreises, und stellt man sich die Aufgabe, 
diejenige Potentialfunction von X zu finden, 
welche am Rande von X vorgeschriebene 
WertJie hat, so gelangt man zu der nach 
Kreisfunctionen fortschreitenden Reihenent- 
wicklung (d. i. zur Fourier'schen Reihe). 



Ist andererseits X der Innenraum einer 
Kugelfläche, und stellt man sich die Auf- 
gabe, diejenige Potentialfunction von X zu 
finden, welche auf der Oberfläche von X 
vorgeschriebene Werthe hat, so gelangt man 
zu der ns^^Yi Kiigelfunctionen fortschreitenden 
Reihe (d. i. zur Laplace'scheu Reihe). 



Und verfolgt man endlich ebendieselben beiden Aufgaben zum zweiten 
Mal, jedoch unter der Voraussetzung, 



dass der Radius des betrachteten Kreises 
unendlich gross ist, so gelangt man zu der 
nach Kreisfwnctionen fortschreitenden Inte- 
graldarstellung (d. i. zum Fourier'schen In- 
tegral). 



dass der Radius der betrachteten Kugel un- 
endlich gross ist, so gelangt man zu der 
nach Cylinderfunctionen fortschreitenden In- 
tegraldarstellung (d. i. zu derjenigen Dar- 
stellung, die vom Verfasser des vorliegenden 
Werkes herrührt). 



Aus diesen vorläufigen Bemerkungen ist ersichtlich, dass beim üeber- 
gange vom endlichen zum unendlich grossen Radius 

die Kreisfunctionen Kreisfunctionen bleiben, | hingegen die Kugelfunctionen in Cylinder- 
functionen übergehen; dass mithin diese 
letzteren nur ein Specialfall der ersteren sind. 
In der That lässt sich zeigen, dass die 
meisten Eigenschaften der Kugelfunctionen 
in mehr oder weniger deutlicher Weise sich 
auch vorfinden bei den Cylinderfunctionen. 

Was hier in flüchtigen Umrissen angedeutet, soll im gegenwärtigen 
Capitd genauer explicirt werden. Und namentlich soll dabei auch unter- 
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sucht werden, in welcher Weise bei einem solchen Uebergange vom endlichen 
zum unendlich grossen Radius 

die Integraleigenschaften der Kreisfunctio- die Integraleigenschaften der Kugdfunctio- 

nen: nen: 

+.Ä I +1 

/ C08(nqp) . cos {stp) . dqp =- 0, resp. = «, / p^(^) P^(fi)dfi =» 0, resp.. '^ 



— « 



2n + 1 ' 



— 1 

sich umgestalten. — Wir werden sehen , dass sich umgestalten. — ; Wir werden sehen , dass 
man dabei zu gewissefi neuen Integraleigen- man dabei zu gewissen netien Integraleigen- 
schaften der Kreisfunctionen gelangt. | schaften der Cylinderfanctionen gelangt. 

Uebrigens wird der Weg, den wir in diesem ersten Capitel verfolgen, 
der Hauptsache nach nur als ein heuristischer zu betrachten sein. Die sich 
auf diesem Wege ergebenden Sätze und Eigenschaften sollen alsdann, soweit 
sie die Kreisfunctionen hetreSen, im zweiten und dritten ^ und, soweit sie die 
Kugel- oder Cylinderfunctionen angehen, im vierten und fünften Capitel einer 
genauem Untersuchung anheimfallen. 

§ 1. 

Ueber eine den Kreis' betreffende Fotentialaufgabe. 

Erinnerung an bekannte Spitze aus der Theorie des Logarithmischen 
Potentials in der Ebene, — Ist innerhalb einer Kreisperipherie ein Punkt / 
gegeben, so existirt bekanntlich stets eine Massenbelegung dieser Peripherie 
von solcher Art , dass sie für alle äusseren Puncte äquipotential ist mit einer 
in i concentrirt gedachten Masse Eins. Diese Belegung heisst kurzweg die 
dem Puncte i entsprechende Green'sche Belegung. Bezeichnet man die Dich- 
tigkeit derselben in irgend einem Puncte a der Peripherie mit rja, so ist 
bekanntlich : 

oder, was dasselbe: 

(^•) "» ■= - Ä (t + %'>« i)> 

Dabei repräsentirt r den Radius der Peripherie, rj den Centralabstand des 
Punktes i, ferner ^den gegenseitigen Abstand der beiden Puncte i, (T, end- 
lich N die in a errichtete äussere Normale, d. i. die Richtung des nach a 
laufenden Kreisradius. 

Bezeichnet man nun die von der gegebenen Peripherie umschlossene Fläche 
mit % , und soll für diese Fläche % diejenige Pontentialfunction V ermittelt 
werden , welche am Rande von % vorgeschriebene Werthe besitzt , so kann man 
diese Aufgabe sofort lösen mittelst der soeben besprochenen Green'schen Be- 
legung, d. i. mittelst der Function tja. Denn nach bekanntem Satze wird der 
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Werth jener Function V z. B. im Piincte i dargestellt sein durch folgendes 
über die Kreisperipherie sich erstreckende Integral: 

(3.) v.r^/FXdc. 

Dabei bezeichnet F^ den im Puncte a vorgeschriebenen Werth , und da das 
bei diesem Puncte gelegene Element der Peripherie. — Wir wollen nun die 
Formeln (1.), (2.), (3.) in diejenige Gestalt versetzen, welche sie annehmen bei 
Einführung der Poiarcoot'dinaten. — Sind (f , 9?) und (ri, 9:1) die Polar- 
coordinaten zweier beliebiger Puncte, so gilt für ihren gegenseitigen Abstand 
E die Formel: 

(4.) -B» = r« + r,« — 2rr, cos (<p — qp^ . 

Und auf Grund dieser Formel kann man , falls ri < r ist , den log (-^) ent- 
wickeln nach Potenzen von (^): 

n=Qp 

(5.) log -j^ « log -^ + ^ ^ (J^ )"co8 n (9 — 9,) ; für r^^r. 

nszl 

Identificiren wir nun die Puncte (r, 9) und (r,, <pj) respective mit den in 
(1.), (2.), (3.) erwähnten Puncten und i, so ergiebt sich aus (2.) durch 
Substitution des Werthes (5.): 

n = « 
1 / 

(6) 



^ n=l ^ 



Substituiren wir aber dies in (3.), und setzen wir zugleich: 

^^'^ F„ = F(r, (p) = F(9), und da — rd<p, *) 

SO erhalten wir: 

(8.) y(rt, q>t) - ^J F(9) (» + 2 ^ (t)"''''' ^^^'^^ "" ^^'^ "^"^ ' 

oder, ein wenig anders geschrieben**): 

(9.) V (r, , 9i) - lim„ = « ^J^^^) {^ + ^^ (l^^cos « (<p - 9i)) t^cp . 

— n 1 

Diese Formel repräsentirt die Lösung der gestellten Aufgabe. Denn sie liefert 
die Werthe von V für alle innerhalb % gelegenen Puncte (ri, ^J, falls nur 
die Randwerthe F(<p) gegeben sind. 

*) r ist eine gegebene ConstoAitey nämlich der Radius der gegebenen Peripherie. Mit Unter- 
drückung dieses constanten Parameters kann man dah^r statt jP(r, 9) kurzweg F{<cp) schreiben. 
'^*) Die obere Snmmationsgrenze ist in (8.} durch 00, hingegen in (9.) durch n dargestellt. 
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o 



Nach der Definition von V muss der Werth F(ri, tpi) m F{(pi) über- 
gehen, sobald man r^ zu r anwachsen lässt. Somit folgt aus (9.): 

(10.) FM = lim„=,« ^ / F{<p) (l + 2 ^ C08n(qp - qp,)j dq>. 



C/iwc? diese Formd repräsentirt die Foiirier'sche BeiJienentwicklung. 



§ 2. 
Uebergang zum unendlich grossen Kreise. 

Machen wir den Radius r der Fläche % äusserst gross (noch nicht 
unendlich gross) , so wird ihr Rand oder, besser ausgedrückt , ein Stück ihres 
Randes dargestellt sein durch einen Bogen PQ, der nur noch wenig von 
einer geraden Linie sich unterscheidet; und gleichzeitig wird alsdann der 
Mittelpunct M der Fläche % äusserst weit von PQ entfernt sein. 
Der Bequemlichkeit willen denken 
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Fig. 1. 



!'/•■ '/ '■.,, '/ 



-^>j'»Äyi 



axx 



^X, 



^3C 



wir uns P Q horizontal , und den Mittel- 
punct M unterhalb PQ. Gleichzeitig 
führen wir ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem mit dem Anfangspuncte 
ein, dessen x-Axe horizontal imd 
unterhalb PQ liegen soll, während seine ^ 
Z'Axe vertikal nach Oben laufen mag. 
Ueberdies sei 

(11.) {OM)^ß, 

so dass also ß die sehr grosse Entfer- 
nung des Mittelpunctes M vom An- 
fangspuncte vorstellt. 

Bezeichnet man nun die Polar- 
coordinaten eines beliebigen Punctes 
{Xf z) mit (r^ qp), indem man unter r 
seinen Abstand von Jf , femer unter 
(p die Neigung dieses Abstandes" r 
gegen die Linie MO d. i. gegen die ^-Axe versteht, so ei^iebt sich sofort: 

und ferner, weil /3 äusserst gross sein soll: 



/? 
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Sind also irgend zwei Puncte gegeben (x, z) und {xi^ Zi), so erhalt man bei 
analoger Bezeichnungsweise die Formeln: . 



(12.) 






Führt man nun mittelst dieser Substitutionen in (4.), (5.) an Stelle 
der Polarcoordinaten die rechtwinkligen Coordinaten ein, so erhält man: 

(13.) Et^{ß + sy + (ß + z,Y-^nß + z)(ß + z,)f^<^''^-^, 

Sollen nun diese Formeln wirklich dem Fall des unendlich grossen Kreises 
entsprechen, so hat man in ihnen /3 = c» zu machen. Durch Ausffthrung 
dieser Procedur geht, wie leicht zu übersehen, (13.) über in die bekannte 
Formel : 

( 15.) E^^ix — a;,)« + (z — £?,)». 

Etwas mühsamer ist hingegen die Ausfahrung jener Procedur bei der Formel 
(14.). Und es wird dabei angemessen sein, zunächst an Stelle des Summa- 
tionsargumentes n ein anderes Argument q einzuführen, mittelst der Sub- 
stitution : 

(A.) « = J- . 

Da n die Werthe 

(B.) n— 1, 2, 3, 4, . . . oo 

zu durchwandern hat, so wird das neue Argument q die Werthe 

,n^ 12 3 4 _ 

(C.) g» _,_,_, .^_, . . . OO 

durchlaufen. Bezeichnet man also die Diflferenz je zweier aufeinanderfolgender 
gr -Werthe mit dq^ so ist: 

(D.) dq^j. 

Endlich ergiebt sich aus (A.) und (D.) durch Division: 

Substituiren wir nun in (14.) fttr n und — die aus (A.) und (E.) entspringenden 
Werthe, so erhalten wir: 

die Summation erstreckt über ? = -j , y > 1 ? • • • ^ • — Lassen wir jetzt 
schliesslich die Constante ß ins Unendliche wachsen, mithin das dq (D.) un- 
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endlich Mein werden, so verwandelt sich die vorstehende Summe in ein von 
gr = bis g = oo laufendes Integral; während gleichzeitig der unter diesem 
Integral enthaltene Factor 

\ß^fj) ^^^»•»eht in c ; *) 



SO dass wir also erhalten: 



(17.) 



log -^ = — log iß +z) + 






cos q{Xt — x); für jet, < 2f . 



Dies vorangeschickt, kehren wir 
zurück zu den Formeln (1.), (2.), (3.), 
die far jeden Kreis ^ also auch für den 
unendlich grossen Kreis gelten. Die 
Formel (2.) nimmt, weil r gegen- 
wärtig = oo ist, die Gestalt an: 



A 



Fig. 2. 



(18.) 



^^"-iÄO^^i) 






Sind nun {x^ z) und (a?i, z^ die Coor- 
dinaten der Puncte o und i, so wird 
offenbar die Differentiation nach iV 
fiichts Anderes sein als eine Differen- 
tiation nach z\ so dass man also 
i^.ütelst der Entwicklung (17.) den 
Werth erhält: 



v^ 



O 




?/^ 



)9 



(19. 



■/ 



dgc^^'^"*^C08g(Äj 



-a?) 1, 



v^ 



^T 



oder, weil /} = oo sein soll: 
(20.) n'o ■ 



M 



f 



coB q\jßi — «) . 



Substituiren wir dies in die Formel (3.), imd setzen wir zugleich : 



*) Jener Factor kann nämlich auch so geschrieben werden: 




Nun wird aber, falls man 



1 



8 setzt: 



qt 



9» 

e ; u. 8.W. 



8 Einleitende Betracfatangen. 

(21) • 

^ '^ F^ — F{x, e) — F{x) , und da^dx;*) 

SO erhalten wir: 

(22.) Vixt, z,) = -^ /V(a:) ( /<*« «'^" " *^ cos g (a;, - x)\ dx . 

oder, ein wenig anders geschrieben**): 

(23.) V{Xi, r,) « lim^ - 00 ~ f F(x) l j dq c^^*'""*^ cos q{Xi - x)\dx 






Diese Formel repräsentirt die Lösung der gestellten Aufgabe. Denn die Fläche 
% ist gegenwärtig eine von der Linie PQ begrenzte und nach Unten sich 
ins Unendliche ausdehnende Halbebene (vgl. die Figur Seite 7); und die vor- 
stehende Formel liefert die Werthe von V für alle innerhalb dieser Fläche 
3; gelegenen Puncte (xiy Zi)^ falls nur die Randwerthe F{x) gegeben sind. 

Nach der Definition von V muss (l»»r Wt'vth r(.r,, z^) in FUi) über- 
gehen, sobald man Zi auf z anwachsen l;^--^. t^omit folgt iPiy (2o.): 



(x> dx\ 

oc, — x * 



(24.) F{x^)^]jm^^^ - j F(x)l I dqcOBq{Xi—x} \ (Ix , a. i. = lim _, j 1' 

und dies ist die Fourier'sche Integralda^sttltnff/. 

§ •>. 

Neue Integraleigensohaften der Kroiäfonctionen.- 

Diese Eigenschaften sind bekanntlich, «oweit sie die Smus betreffen, dar- 
gestellt durch die Formel: 

K / N • / N ^ i^' falls n<s, 
(1.) I am {nq>) • sin («qp) • ay = < -^ 

«/ [tc y falls n » s ; 

wobei w und s irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, ... . vor- 
stellen sollen. 

Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, diese Formel (1.) zu übertragen 

*) Die Fläche % ist gegenwärtig dargestellt durch eine unendliche Halbebene und begrenzt 
von der horizontalen Linie PQ (vgl. die Figur Seite 7). Irgend ein Element dieser Linie PQ ist mit 
da bezeichnet; und die Coordinaten dieses Elementes sind (x, e) genannt. Demgemäss repräsentirt 
also e eine gegebene Constante, nämlich den Abstand der Linie PQ von der x-Axe des Coordinaten- 
systems. Mit Unterdrückung dieses constanten Parameters z kann daher das F{x, z) kurzweg mit 
F{x) bezeichnet werden. 

**) Die obere Grenze des innem Integrals ist in (22.) durch cx>, hingegen in (23.) durch q dar- 
gestellt. 
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auf den Fall eines* unendlich grossen Kreises. Und zu diesem Zweck bemerken 
wir zunächst, dass die Formel (1.) völlig äquivalent ist mit folgender: 



— n 



falls wir nämlich unter den C, D willkürliche Constanten verstehen. — In 
der That übersieht man sofort, dass (2.) eine Folge ist von (1.), und dass 
auch umgekehrt (1.) als Folge von (2.) angesehen werden darf*). 

Es handelt sich also darum, die Formel (1.) oder (2.) zu übertragen auf 
den Fall eines unendlich grossen Kreises. Oder mit anderen Worten: es 
handelt sich darum, in jenen Formeln statt der Variablen 9? eine neue 
Variable, rr einzuführen mittelst der schon früher [Seite 6, (12.)] besprochenen 

« Substitution qp = y , wo ß eine sehr grosse Constante vorstellt , die später 

ins Unendliche anwachsen soll. 
Setzt man nun in (2.) 

X .., . , dx 
qp = -g- , mithin dqp « — , 

und setzt man gleichzeitig die obere Summationsgrenze n = aß, so ergiebt sich : 
die Summationen erstreckt über n = 1, 2, 3, . . . {aß — 1), aß. 

m 

Es mag hier a, ebenso wie ß, eine positive Grösse sein. Und zwar 
mag a einen von Hause aus beliebig gegebenen Werth haben, und während 
der ganzen Untersuchung constant erhalten werden, ß hingegen soll (wie schon 
gesagt) ungemein gross sein, später ins Unendliche anwachsen, und zu dem 
gegebenen a dabei beständig in solcher Beziehung bleiben, dass das Product 
aß in jedem Augenblick eine ganze Zahl ist. 

Multiplicirt man nun die Formel (3.) mit j , und führt man zugleich**) 

statt des Summationsargumentes n ein anderes Argument q ein mittelst der 
Belation : 



so folgt: 



n 



*j Man erhält nämlich (1.) aus (2.), sobald man sämmtliche C bis auf eines gleich Null macht, 
und ebenso auch mit den 2> verfährt. 

*•) Aehnlich wie früher auf Seite 6. 

Neamanu, Entwicklung«!. ^ 
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die Summationen erstreckt über 2 = ^>^j-Ä>*'»(a — jj,«. 

Bezeichnet man hier die Differenz zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
g-Werthen mit dq^ so ist 

so dass man also das in (4.) vorkommende -j überall durch dq ersetzen 
kann. Hierdurch ergiebt sich: 

die Summationen erstreckt über q = -j 9 -j y ^ 9 > » (« — V) ^ ^ * 

Denken wir uns nun, während a constant bleibt, die Grösse ß ins Un- 
endliche anwachsend, so verwandeln sich die in (5.) enthaltenen Summen in 
bestimmte Integrale. Und wir gelangen also, falls wir die Werthe von C^,, 
Dßg fttr /3 = c» mit L^j M^ bezeichnen, zu folgender Formel: 

(6.) / Sl j Lg%mciX'dq\{ j M^iin qx - dq\> dx ^ n j L^M^dq 

Es liegt auf der Hand, dass man an Stelle von (1.) auch andere Aus- 
gangsformeln wählen kann. Hauptsächlich bieten sich folgende dar: 

+,« 

(a.) 1 sin ntp • sin 89? • d^ «» oder n , 

V 

(b.) I cos ntp ' cot; 8q> • dtp ^ oder n , 



r 

I cos nq? «■ 0, 



(c.) 

immer vorausgesetzt, dass n und s Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, ... . 
sind. — Nimmt man nun diese Formeln (a.), (b.), (c.) nacheinander zum 
Ausgangspunct , so gelangt man mittelst der vorhin exponirten Methode der 
Reihe nach zu folgenden Endresultaten*): 

(A.) 



T\{ r ^ \( c W r 

I < I I L Biu qx ' dq \ \ I M sin qx • dq \> dx ^^^ n I L M dq 



*) Von diesen drei Formeln (A.)^ (6.)> (C.) repräsentirt die erste nur eine Wiederholung der 
soeben gefundenen Formel (6.). 
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(B.) I <( I L^ cosqxdqjl j M^ coa qx - dq\> dx ^ n 1 L^M^dq, 

Yf r \ 

(C.) I \ I -^g ^^' (?* • ^2 I ^^ = oder =« 2»Lp , 

WO « eine beliebige gegebene positive Constante vorstellt, während Lq und 
Mg beliebige Functionen von q sein können. Diese merkwürdigen und (wie 
meine Erfahrung gezeigt hat) für manche Zwecke sehr nützlichen Formeln 
(A.), (B.), (C.) bezeichne ich kurzweg als neue Integral eigenschaften der Kreis- 
ftmctionen. 

Bemerkung. — Die Formel (C), und namentlich der zweifelhafte Werth 
auf ihrer rechten Seite bedürfen einer gewissen Erläuterung. Die hier als 
Ausgangspunct dienende Formel (c.) ist offenbar äquivalent mit folgender: 

(c,.) / I ^ C\ CO» ng? I d9 =- , 

oder auch mit folgender: 

(c,.) / ( ^ ^« ^^^^"^ ) ^9 = 2wCo; *) 

wo die G willkührliche Constanten sind. Und je nachdem man nun die 
vorhin exponirte Behandlungsweise auf die Formel (Ci.) oder (c^.) anwendet, 
findet man für das in (C.) angegebene Integral im einen Fall den Werth 0, 
im andern den Werth 2jrLo. Dies ist sicher ein sprechender Betveis für die 
Unsicherheit der angewandten Methode, 

Uebrigens wird eine genauere Untersuchung im dritten Capitel uns 
zeigen, dass die neuen Formehi (A.) und (B.) im Allgemeinen richtig sind, 
und dass Gleiches auch von der Formel (C.) gilt, falls man nur die beiden 
auf ihrer rechten Seite stehenden Werthe (0 und 2jrLo) durch das arith- 
metische Mittel dieser Werthe (d. i. durch jrio) ersetzt. 

§4. 

Ueber eine die Kugel betreffende Fotentialaufgabe. 

Erinnerung an einige Sätze aus der Theorie des Newton'schen Potentials 
im Baume. — Ist innerhalb einer Kugelfläche ein Punct i gegeben , so existirt 
bekanntlich stete eine Massenbelegung dieser Fläche, welche für alle äusseren 
Puncte äquipotential ist mit einer in i concentrirten Masse Eins. Diese 

*) Die Unken Seiten von (Cf.) und (c,.) unterscheiden sich dadurch von einander , dass die untere 
Summationsgrenze in der einen s« 1, in der andern «»0 ist. 

2* 
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Belegung wird kurzweg die dem Puncte i entsprechende Green 'sehe Belegung 
genannt. Bezeichnet man die Dichtigkeit derselben in irgend einem Puncte 
a der Kugelfläche mit rja, so. ist bekanntlich: 

(^■) "- = ■ -4^7- \e) ' 

oder (was dasselbe): 

dabei bezeichnet r den Radius der Kugel, rj den Centralabstand des Puncto« 
i, ferner E die Entfernung zwischen den beiden Puncten i und a, endlich 
N die in a errichtete äussere Normale (also die Richtung des nach a laufenden 
Kugelradius). 

Bezeichnet man nun den von der gegebenen Kugelfläche umschlossenen 
Itaum mit I, und soll fQr diesen Raum % diejenige Potentialfunction V 
ermittelt werden^ welche an der Obei-fläche von 3; voi-gesdiriehene Werfhe 
besitzt , — so kann man diese Aufgabe sofort lösen mittelst jener Green'schen 
Belegung, d. i. mittelst der Function r]],. Denn nach bekanntem Satze wird 
z. B. der Werth dieser Function V im Puncte i dargestellt sein durch folgendes 
über die Kugelfläche ausgedehnte Integral: 

Dabei bezeichnet F^ den im Punkte a vorgeschriebenen Werth und da das 
daselbst befindliche Element der Kugelfläche. — Wir wollen nun die Formeln 
(1.), (2.), (3.) in diejenige Gestalt versetzen, die sie annehmen bei 

Einführung der Pdarcoordinaten. - — Sind (r, w, 9^) und (ri, cui, 9:,) die 
Polarcoordinaten zweier beliebiger Puncte, so erhält man für ihren gegen- 
seitigen Abstand E, und für den von r und ri gebildeten Winkel y die Formeln 

(4.) E^ =« r* + r,« — 2rr, cos y , 

(6.) cos y =» cos (D cos CO} + ßi'i ^ ßi" ^^i cos (qp — qp,) . 

Ist r, < r, so kann man auf Grand der Formel (4.) den Quotienten {Vj ent- 
wickehi nach Potenzen von (^*), und gelangt hierdurch zu der bekannten Reihe: 

n = 00 

(6.) i' =" 7 2 (?)" -^- ^''*' ') • ^""•' < »• : 

n = 

WO das P„, die sogenannte Kugel funct im, definirt werden kann nach Be- 
lieben — entweder durch das bekannte Polynom: 

(7a.} i-.C^j- i.2.3..n L^ n^^iT^^T)^ + 2.4(2n-l)(2n-3r'^ - + -J> 

oder durch das Dirichlet'sche Polynom: 

(7b.) p, (CO. ,) - 1 - ^+-1) (.in !)•+ l!Lr^i)!^±_>)in_+i) (.j, y_y_ + . . . 
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oder durch das Laplace'sche Integral: 

(7c.) -P- (COB y) «=- - 1 (COB y + t sin y cos «?)" dvo , wo t =■ K— 1 . 



"-M' 



Das Pn (cos y) ist, ebenso wie y selber [vei^l. (5.)], eine Function der 
drei Argumente m, cöi, (y — gi), und entwickelbar nach den Cosinus der 
Vielfachen des letzten Argumentes. Durch wirkliche Ausfahrung dieser Ent- 
wicklung gelangt man bekanntlich zu folgender Formel: 

(8.) P„ (cos y) = 2i */ Kj ^nj {<^0B «>) -P«y(C08 Ol) C08i(<3P — qp,) , 

>=:0 

WO die Pnjy die sogenannnten abgeleiteten Kugel functimien , definirt sind durch 
die Formel: 

CO P.,<.,-<.-^*' '^^■. 

während die 6, A gewisse Zahlen vorstellen, und definirt sind durch die 
Formeln : 

Dies vorangeschickt, kehren wir zurück zu imsem anfänglichen Formeln 
(1.), (2.), (3.), und bezeichnen die Coordinaten der dortigen Puncte 6 und i 
respective mit (r, &, 9?) und (ri, ©i, 9:1). Alsdann ergiebt sich aus (2.) durch 
Substitution des Werthes (6.): 



»=00 



n = , 

Substituiren wir dies in die Formel (3.), und setzen wir zugleich 

^1 =» V(rxy /ii, 9,), 

(12 ) 

F^^ F(r, (i, <p) =- F(^ , 9) , und de ^ f*dftdq> , **) 

WO f* = COS cj und (ii = cos ©i sein soll, so ergiebt sich: 

(13.) V{r,,fi„q,,)^-^ r JF{ti,q>)l^(2n+i)(j^yP^{C0By)\dfi,dq>, 

oder, was dasselbe ist***): 



*) Hier bezeichnet II die GauBs'sclie Function. Es ist also 

JI(0) = n(l) = 1 , 

J2(2)=-l -2, 

JI(8;=s 1 • 2 • 3, u. 8. w. 
**) In F{r^ fi,, (p) kann nämlich das r unterdrückt werden, weil dieses r eine gegebene Con- 
stante (der Eugelradius) ist. 

***) Die obere Summationsgrenze in (13.) ist durch CX), in (14.) hingegen durch n dargestellt 
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4-1 27r / ^ \ 

~ C /V(|*,(p)f 2(2^+*)(7■)"^«^''''^^M'*'*''^• 



(l4.) y (r„ ^1, qp,) « lim, 3^ ^ — 

Biese Formel repräsentirt die Lösung der gestellten Aufgabe. Denn sie liefert 
die Werthe von V für alle innerhalb % gelegenen Puncte (rj, fti, g),), falls 
nur die Oberflächenwerthe F{yL^ tf) gegeben sind. 

Nach der Definition von V muss der Werth F(ri, fii, 9:1) in F((ti, (p^ 
übergehen, sobald man r, bis r wachsen lässt. Somit folgt aus (14.): 






(15.) F(f*i, qPi) = limn = 

ü«rf diese Formel repräsentirt die Laplace'sche EnttvicTdung. 

§5. 
Uebergang zur unendUch grossen Kugel. 

Machen wir den Radius r des Kugelraumes 3; äusserst gross (noch nicht 
unendlich gross)-, so wird seine Oberfläche , oder besser ausgedrückt , ein Stück 
seiner Oberfläche, dargestellt sein durch eine Fläche PQ, die nur noch wenig 
von einer Ebene abweicht; und gleichzeitig wird alsdann der Mittelpunct M 
dieses Raumes % sehr weit von PQ entfernt sein. 

Es sei PQ horizontal, und M unterhalb PQ gelegen. Gleichzeitig sei 
der Anfangspunct eines rechtwinkligen Coordinatensystems , dessen ic^z-Ebene 
horizontal und u/nterhalb PQ liegt, und dessen ^-Axe vertikal nach Oben laufen 
mag. Ueberdies sei 

(16.) {OM)^ß; 

so dass also ß den sehr grossen x\bstand des Punctes M von der xy-Ehene 
vorstellt (Vgl. die Figur auf S. 5.) 

Bezeichnet man nun die Polarcoordinaten eines beliebigen Pimctes 
{x, y, z) mit (r, o, <)r), indem man unter r seinen Abstand von 3/, femer 
unter m die Neigung dieses Abstandes r gegen die Linie MO, d. i. gegen 
die ;3f-Axe, endlich unter tp das Azimuth der Ebene des Winkels a? gegen 
irgend eine feste Meridianebene, z. B. gegen die o?^- Ebene versteht, so er- 
giebt sich sofort: 

(17a.) r^ß + z, 

und ferner, weil ß ungemein gross sein soll: 

wo alsdann q = j/a^ + y* den Abstand des Punctes von der z-Axe vorstellt. 
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Sind also im Baume irgend iswei Puncte g^eben (x^ y, z) und (xiy yi, ^i), 
so erhalten wir bei analoger Bezeichnungsweise die Formeln: 

Und diese Grössen z^ q und ^i, Qi sind es, welche wir als netie Coordinaten 
an Stelle von r, cd und rj, «i einführen werden; «rofeei erwähnt sein mag, 
dass man r, oj, q die Polar coordinaten, andererseits aber Zj p, (p die 
Cylindercoordinaten zu nennen pflegt. 

Bepräsentirt nun E den gegenseitigen Abstand der beiden Puncte (r, o, 9?) 
und (ri, cöi^ 9)1), und bezeichnet y ^^^ Winkel^ unter welchem r gegen rj 
geneigt ist, so wird nach (4.), (5.): 

(a.) C08 y SS coB (o cob coi -f- sin o sin «d, cos (9 — 91^ , 

(fj.) i;« — r« + r,« — 2rr, cos y . 

Diese Formeln aber nehmen im vorliegenden Falle, wo y, a>, ©i ausserordent- 
lich Mein sind, offenbar folgende Gestalt an: 

(«' .) 1 - ^ y« « (1 - -i a>«) (1 - i a)i«) + (Dcoi cos (<3P - 91) , 

{ß\) ^« =- r« + r,t - 2rr, (l - 4 y«) ; 

oder (was dasselbe) folgende Gestalt: 

(«".) y*=»(ö* + a),* — 2co<»iC08(<p — qpi) , 

Substituirt man nun in («".) ftlr cd, cdi die Werthe (18.), so folgt: 

(19.) y ^ _ , 

WO das g als Abbreviatur dienen soll fflr die im Zähler stehende Wurzel- 
grösse. Und substituirt man femer in (/3".) für r , ri und y die Werthe aus 
(18.) und (19.), so folgt: 

(20.) E*^(Z- z{f + (p* + p,« — 2p9, cos (<p - y,)) = (« - £?,)« + ff«. 

Gleichzeitig gewinnt die in (6.) angegebene Entwicklung durch Substitution 
der Werthe (18.), (19.) die Gestalt: 

Doch soll die betrachtete Kugelflftche nicht (wie bisher vorausgesetzt 
wurde) ungemein gross, sondern unendlich gross sein. Es ist also z. B. in 
Formel (21.) das dort vorhandene /i == 00 zu machen. Um diese etwas müh- 
same Procedur wirklich vornehmen zu können, ist es zweckmässig, zunächst 
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an Stelle des Summations- Argumentes n ein anderes Argument q einzuführen, 
mittelst der Substitution: 

n 

Alsdann ergiebt sich: 

die Summation erstreckt über 3^ = 0, -j,y,-g^,....oo. 

Lässt man nun gegenwärtig ß ins Unendliche wachsen, so geht der Factor 



über in -5- d. i. in dg, *) 



ß+z " ß 

femer der Factor 

(l±^y^ über in e'^-", -) 

SO dass man also erhält: 





oder was dasselbe ist: 

(22.) i ^fd, /'" - " (P, (co, «^))_^ ^ ^, für .. < . . 



Nun ist nach« (7b.) die Function P^ definirbar durch die Formel: 

D /« X . »»(n+l)/. ij\« (n — l)«(n+ l)(n + 2) / . ijV , 
P,(co8.,)-l ^^8xn-5-j + (l.T)t ^ -(b^°y)-+-- 

Hieraus folgt, falls man ij = -- setzt: 

7> / ^ ^\ t n(n+l)/. «V , (n— l)nfn+l)(n + 2)/ . xV , 

oder, falls man n ins Unendliche wachsen lässt: 

Die hier auf der rechten Seite stehende unendliche Reihe ist aber bekannt- 
lich identisch mit derjenigen, durch welche die Cylinderfunction (oder BesseVsche 
Function) J{x) definirt wird; und man erhält also: 

(23b.) (''«(''^?)X=.= ''^^^- 

Hierdurch gewinnt unsere Formel (22.) schliesslich folgende Gestalt: 



*) Vgl Seite 6, Formel (D.) 
**) Vgl. die Note auf Seite 7. 
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1 /* qih — ») 
(24.) E^f^^^ *^(^^^» fürr, <^; 



wo g die in (19.) angegebene Wurzelgrösse vorstellt. 

Dies vorangeschickt, kehren wir zurück zu den Formeln (1.), (2.), (3.), 
die für jede Kugel , also auch für die gegenwärtig betrachtete unendlich g^'osse 
Kugel gelten. Die Formel (2.) nimmt, weil der Kugelradius r gegenwärtig 
= oo ist, die einfachere Gestalt an: 

Bezeichnet man nun die Coordinaten der Puncte a und i mit {z ^ q, <f) und 
i^iy Qif 9^i)> so wird Zi<iz (vgl. die Figur Seite 7); so dass man also in 
(25.) direct den Werth (24.) substituiren darf. Gleichzeitig wird alsdann die 
auszuführende Differentiation nach der äussern Normale N offenbar identisch 
mit einer Differentiation nach z\ so dass man also mittelst der genannten 
Substitution erhält: 

(26.) "^^^ 2^ I qdqe J(qg). 



Substituirt man dies in die Formel (3.)^ und setzt man zugleich: 

V ^V(ei, 9|, 9,), 
'^ F„=r.F(z, Q, <p) = F(q, q>), und da =^QdQ dtp,*) 

SO erhält man: 

(28.) ^(^n ^11 9i) = 2^ / f^{Q^^)l jqdqe" * J (qg) ] Q dg d(p , 



oder, ein wenig anders geschrieben**): 

(29.) ^(^1» Pi. 9>i)='l»i"c=ooo*- / / ^^e» «P) 1 Iqdqe^'' ' J{qg) \QdQd(p. 



"^'-//^" 




Diese Formel repräsentirt die Lösung der gestellten Aufgabe. Denn der Raum 
% ist gegenwärtig ein von der Horizontalebene FQ begrenzter, und nach 
Unten sich ins Unendliche ausdehnender Hcdhranm (vgl. die Figur Seite 7). 



*) Der Baum X ist gegenwärtig ein Halbraum, nämlich dargestellt durch denjenigen unend- 
lichen Raum, der unter der Horizonialebene PQ liegt (vgl. die Figur Seite 7). Irgend ein Element 
dieser Horizontalebene PQ ist von uns mit da bezeichnet, und die Coordinaten dieses Elementes da 
sind (z, Qj q>) genannt worden. Demgemäss repräsentirt z eine gegebene Constante, nämlich den 
Abstand der Ebene PQ von der a;y- Ebene. Mit Unterdrückung dieses constanten Parameters z kann 
daher an Stelle von F(Zj g, (p) kurzweg Fig, qp) geschrieben werden. 

**) Die obere Grenze des innem Integrals ist in (28.) durch oo, in (29.) hingegen durch q 
dargestellt. 

Neumann, Entwicklangen. 3 
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Nach der Definition von V muss der Werth V{zi , Qi , ^^^^i) in F{qi , 9:1) 
übergehen, sobald man Zi bis z (d. i. bis zum Parameter der Ebene PQ) 
anwachsen lässt. Somit folgt aus (29.): 



(30.) 



00 2a / ^ \ 

^(Pn 9i)=lim^^3,~ / /-^(^»9)( j a dq J{qS) j 9 dg dcp 



/ \ T / \ 4 I * I 



wo das g die in (19.) angegebene Bedeutung besitzt. Uml dies ist die von mir 
schon vm' langer Zeit gegebene Darsfelhmg*) ^ die ich damals allerdings auf 
einem etwas andern und weniger directen Wege gefunden hatte. 

§ 5a. 
Einige sich anschliessende Bemerkungen. 

Nach (23a, b.) ist: 

■* ^ "" 2« ' (2 . 4)« (2 • 4 . 6)' 

und gleichzeitig auch: 

(2.) J(.)-(p.(cosi[)j^^^. 

Von diesen Formeln ausgehend, wollen wir einige Eigenschaften der Cy linder- 
function J{x) zu entwickeln suchen. 

Darstellung vmi J{x) durch ein bestimmtes Integral. — Bekanntlich ist 
[vgl. Seite 13, (7 c.)]: 

P^ (cos ij J =» — 1 (co8 ?? + i sin rj coa toj du? . 



Hieraus folgt, falls man rj = ^ setzt: 

P, (co8 - ) = — / (COS 1- t ain — cos w) dw , 



also, falls man n ungemein gross macht: 



n 



also, falls man an Stelle von n mittelst der Substitution: l^^^^^ 



n 

anderes Argument t einführt, 

n / 1 



- = f em 



'.("•i)-.V(,('-^*)'j "•'■ 



*j C. Neumann: Allgemeine Lösung des Problems über den stationären Temperaturzustand eines 
homogenen Körpers, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugelflächen begrenzt wird; Halle im Verlag 
von Schmidt, 1662» daselbst Seite 149. 
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Lässt man jetzt aber n unendlich gross ^ mithin « unendlich klein werden, so 
folgt mit Rücksicht auf (2.): 

7t 

(3.) J(ar)=: ^ /^e'^^^'^^dtc;, 

oder (was dasselbe ist): 



Ü 



--/(—-«')- 



oder, weil die Werthe von sin (x cos w) für die Intervalle w = . . . ^ :i und 
w = ^:t . . , 7t einander entgegengesetzt sind : 

n 

(4.) J{x) — — /cos {x cos w) dw . 

u 

Hieraus folgt beiläufig, dass J{x) für reelle Werttie von x stets zwischen 
— 1 und + 1 l>l^il>t. 

Die für J[x) geltende Differentialgleichung. — Wir gehen aus von der 
bekannten Diflferentialgleichung der Kugelfunctionen. Dieselbe lautet: 

Hieraus folgt, falls man jt = cos ra setzt: 

n (n + l) /■+ -V-- ^ fein a> • |^) « , für /•= P„ (cos w) ; 

und hieraus ergiebt sich weiter, falls man « = -^ setzt: 



sm 

n 



Hieraus aber folgt, falls man durch n^ dividirt, sodann das n ins Unend- 
liche wachsen lässt, und Rücksicht nimmt auf (2.): 

Somit sind wir also für die Cylinderfunction J{x) zu folgender Differential- 
gleichung gelangt: 

/^ > T/ . . l ^ / dJ{x)\ 

welche auch so geschrieben werden kann: 

(5b.) j^a» + ±^-^ + ^-fp-^0, 

^ ^ ' ^ X ox ^ dx^ 

oder auch so: _ 

(6c.) ^l + ^)yX' J(X) + - - ^, . 

Und die Formel (29.) liefert die Werthe von V für alle innerhalb dieses 
Raumes % gelegenen Puncte {z^, ^i, qpi), falls nur die Oberflächenwerthe 
F{q, (f) gegeben sind. 

3- 
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Bemerkmig. — Für ungemein grosse Werthe von x geht die Gleichung 
(5c.) über in: 

(6.) Vx ' J{x) H ^^ 5-5 ^ «= . 

ox* 

Und hieraus folgt durch Integration, dass die Function J{x) für ein sehr 
grosses x nahezu den Werth hat: 

,, . A%m xA- B cos x 

-Hx) = ^ , 

Vx. 

WO A und B Constanten sind. Demgemäss wird J{x) unendlich Mein für 
ein unendlich grosses x, 

Ztveite Bemerkung. — Nach (5a.) ist: 

J(x)'Xdx^'-d{xJ\x)), woJ'(ä)«^^, 

oder^ falls « und ß beliebige Constanten sind: 

(7.) I J{x) xdx^^- aß J'(aß) , 

u 

oder, falls man linker Hand x ^= ay, mithin dx = ady setzt: 

(8.) Jjit^y) 'ydy^--^^J'(aß). 



Von der hieraus füYß = y entspringenden Formel: 

(9.) Jj{ay) -ydy '| J'(ay) 

u 

soll später Gebrauch gemacht werden: 

Ueher die Cylinderfuncfmi j'-'' Ordnung J\x). — Die Cylinderfunction 
0*®' Ordnung tP{x) oder J{x) ist definirt durch die Reihe (1.), welche offenbar 
auch so geschrieben werden kann: 

'^ '' (2) (2) "^ (2 • 4) (2 ■ 4; (2 • 4 • 6) (2 • 4 • 6) ^ 

Hieraus folgt durch Differentiation nach {x^)\ 

dx^ 1 \2/ ( (2) (4) "^ (2 • 4) (4 • 6) (2 • 4 ■ 6) (V • 6 • 8) "^ 'j' 

und hieraus durch nochmalige Differentiation nach (x*): 

{dx^'y 1 . 2 \ 2 / \ (2) (6) "^ (2 . 4) (6 • 8) (2 • 4 • 6) (6 • 8 • 10) "^ " J ' 

U. s. w. Differenzirt. man im Ganzen j Male [jedesmal nach (x^)] , und mul- 
tiplicirt sodann mit ( — 2xy, so ergiebt sich: 
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(10.) {-2X) l.i.a-.j\i) V (2) (2i+ 2) + (2 • 4) (2j + 



■MMV • • • ■ ^ • 



+ 



(2.4- 6) (2j+ 2 . 2j + 4 • 2^ + 6) ^ ( 

Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck ist aber derjenige, durch 
welchen die Function J^(x) definirt zu tverden pflegt. Somit findet also zwischen 
J{x) und J^{x) die Beziehung statt: 

(11.) H2.)^^^;fJ»J>(a:). 

EntwicUung von J{Vq^ + Qi* — ^^QQi cos <t>) nach den Cosinus der Viel- 
fnrhen von <t>. — Setzt man: 

(12.) cos y =» cos oo cos a)| -f- sin cd sin OO] 005(9 — qpi) , 

so ist bekanntlich [vgl. Seite 13, (8.)]: 

(13.) P^ (coB y) « ^ Sj A^j P^j (cos CK)) P„^. (cos CO,) cos j(g) - (p{) , 

WO die Constanten c, A die Werthe haben: 

(14.) l'^'^'' A . = ?ÜfL-7^^ 

In dieser Formel (13.) können wir (w^ 9) und (o^i, 9?i) als die Polarcoordinaten 
zweier Puncto ansehen, die beide gelegen sind auf ein nnd derselben Kugel- 
fläcJie. Dann ist y der Winkel, den die nach diesen Puncten laufenden 
Radien mit einander machen. Denken wir uns nun jene Kugelflache unge- 
mein gross, so wird, wie früher [Seite 15, (18.), (19.)] gezeigt wurde: 

(15.) 



VQ^ + Qt^ — ^QQi 008 (<JP — yi) J 

WO ^ als Abbreviatur für die Wurzelgrösse dient, während ß den ungeimin 
grossen Werth des Kugelradius vorstellt. Durch Substitution dieser Aus- 
drücke (15.) gewinnt die Formel (13.) folgende Gestalt: 

(16.) P„ (cos -J) ==. V Bj L^j P^j (cos ^) P^j (cos J« ) C03J(9 - qp,) . 



Hier soll ß äusserst gross und n eine beliebige (/ai^vr^* Z(dil sein. Wir können 
offenbar beide Eigenschaften vereinigen, mithin ß = n setzen, indem wir 
alsdann unter ß = n eine gmize und zugleich äusserst grosse Zahl verstehen. 
Thun wir dies, und multipliciren wir überdies den Ausdruck unter dem 
Summenzeichen mit 
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17.) ^Ar[^ -'^'j- (^»} ■ (»/M^) • ( ; )'^« (■»• Ir) • •"'" - "'i ■ 



SO erhalten wir: 

Lassen wir jetzt das n ins UnendViche wachsen, so convergiren, wie sich 
leicht zeigen lässt, sowohl Y, wie* iy, V'? V^i gegen bestimmte endliche Werthe. 
Zunächst wird nämlich [vgl. Seite 18, (2.)] 

(ct.) fürn = oo: Y = Jis) = J^Vq^ + q\* — ^^^Tcos (qj" — y,) . 

Femer wird mit Rücksicht auf (14.) 



(P.) 



für n =- cx>: 'J = ( / ■ i , v / •" i o, ■ — , i -^ ) ~ 1 



Was femer ^ betrifft, so ist [nach Seite 13, (9.)]: 

, d^ P„ (cos a>) 
P . (co8 m) = (sin «y -— — ; 

(O 008 CDJ' 



(. C08 -) 



demnach wird: 

(y.) 

und hieraus folgt*): 

[9.) fürn^oo: ' i^ =- (— 2 9)^ -?-^^A , 

also, mit Rücksicht auf (11.)^ 

(f.) • fiirn^OO: -^s» J-'(p). 

Und ebenso wird offenbar: 

(f.) fürn^oo: '^t^'J^Qi)- 

Lässt man also in der Formel (17.) das 7i ins Unendliche wachsen, so 
gelangt man mittelst der Notizen («.), (ß.) und (e.), (^.) zu folgendem Resultat : 

>=• 

(18.) J(>/p» + 9t* - 2pp, 008 (qp - cp,)) = ^' Bj J^ (q) J^(Qi) COBJ (q> - q>^) . 

Setzt man endlich qg für q, und qg^ für pi, wo g^ einen Miehigen Factor 
bezeichnet, so ergiebt sich die später von uns anzuwendende Formel: 



*) Für ein sehr grosses n geht nämlich die rechte Seite der Formel (y.) über in 

^ ^.a^p, (co8-0 ^spU^±\ 

\nn) /-/ ^XY' ^-^-^^ (-2^)' 



,/ 



Hieraus aber ergiebt sich [vgl. Seite 18, (2.)] für ein unendlich grosses n der in (d.) angegebene Ausdruck. 
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J=SO 



(19.) J{qV9* + 9t^ — 2pp, cos ((p — 9,)) =. ^ fj J^qg) J^iqQt) cob j(q) — 9,) , 



j=0 

WO nach wie vor Cq = ly und fj = €2 = fg = . . . . = 2 ist*). 

§ 0. 

Neue Integraleigensohaften der Cylinderfunotionen. 

Die Integraleigenschaften der Kugelfanctionen sind bekanntlich ausge- 
drückt durch die Formel: 

(1.) /P,0')P»cV 



— 1 



0, falls n<).s, 
^-^^, falls n-s, 



WO ^i , s ii'gend welche Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 3, ... . vorstellen. 
Unsere Aufgabe soll nun darin bestehen, diese Formel (1.) zu übertragen 
auf den Fall einer unendlich grossen Kugelfläche. Zu diesem Zweck bemerken 
wir zuvörderst, dass die Formel (1.) äquivalent ist mit folgender: 

4-1 



(2-) 



n \ / n \ I % 



_/ i (^^ «. '. '" j 1,^ ^. '-. « j [ ■" -^ 5-/+ . "■ »■ • 



falls wir nämlich unter den C, T> willkürliche Constanten vei-stehen. 

Es handelt sich also darum, die Formel (1.) oder (2.) zu übertragen 
auf den Fall einer unendlich grossen Kugelfläche. Mit anderen Worten: es 
handelt sich darum, in jenen Formeln statt (i eine neue Variable q einzu- 
führen mittelst der früher [Seite 15, (18.)] «angegebenen Relation: (i = cos cd 

= cos 4-, wo |3 eine sehr grosse positive Constante vorstellt, die schliesslich 

= cx) zu machen ist. 

Setzt man nun in (2.): 

fi — cos ^- , mithin d^ = — (sin ^j -^ , 

und setzt man gleichzeitig die obere Summationsgrenze n = aß, so ergiebt sich : 

die Summationen erstreckt über n = 0, 1, 2^ . . . (aß — 1), aß. 

Es soll hier «, ebenso wie /3, positiv sein; und zwar nuig a vmi Hause 
aus einen beliebig gegebenen Werth haben ^ und während der ganzen Unter- 
suchung constant erhalten ^Verden, ß hingegen soll (wie schon bemerkt) 

•) Diese Formel (18.), (19-) röhrt her vom Verfasser des vorliegenden Werkes. In der That 
warde sie von ihm anf einem andern Wege als hier und zugleich in völlig strenger Weise entwickelt 
in seiner Theorie der BesseVschen Functionen, im Verlag von Teubner, 1867, daselbst Seite 65. 
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äusserst gross sein, später ins Unendliche wachsen, aber zu a stets in solcher 
Beziehung bleiben, dass das Product a/3 in jedem Augenblick eine ganze 
ZaJd ist. 

Infolge der ausserordentlichen Grösse von ß kann man in (3.) statt 

sin 4- setzen -j- - Thut man dies , und fahrt man gleichzeitig statt des 

Summations- Argumentes n ein anderes Argument q ein mittelst der Relation: 

n 

SO erhält man: 

(4.) 

die Summationen erstreckt über (Z = 0, y , ^ ? ^ ? • • • (« — ¥/ ' ^' 

Bezeichnet man hier die Differenz je zweier aufeinander folgender g^-Werthe 
mit dq, so ist: 

Substituirt man demgemäss in (4.) das dq an SteUe des dortigen a , und 
beachtet man^ dass (zufolge der ausserordentlichen Grösse von ß) 

2 1 dq 



J ( Z^v, ^.. H)) j (2^.. ^.. (- ;-) ) j "^^ "^m-i- 1 '^^ ""^^ ' 



2ßq+l ßq q 

wird, so erhält man: 



(*•) n {2 s ^.. h >)) '' (2^v ^^^ ('^°' ? )) ''^ } "^' =2s ^., 'f 



die Summationen erstreckt über q= 0, ^ , g- , jj , . . . ( « — ^j ) , a. 

Lässt man jetzt schliesslich (während « constant bleibt) das ß ins Un- 
endliche wachsen, so verwandeln sich die in (5.) enthaltenen Summen in 

bestimmte Integrale; während gleichzeitig P^,(cos -^) in die Cylinderfunction 

Jiqo) übergeht*). Man gelangt daher, falls man die Werthe von C^,^, 1)^,^ 
für /J = cx> mit X,, M^ bezeichnet, zu folgender Formel: 

(6.) 



j' U j\ J{qQ) dqU J M^ J(qe) dq \ l «d? = ^i., 3i, ^ 



'^) Es ist nämlich, falls man ßq^^ n setzt: 

lim^ ^ «, P^^ (cos |-) = lim„ ^ 3, P^ (cos «^^ ) = J ; 3 9) ; 



vgl. Seite 18, (2.). 
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Kaum bedarf es der Erwähnung, dass man an Stelle von (1.) auch 
andere Ausgangsformeln wählen kann. Hauptsächlich bieten sich folgende dar*) : 

(b.) I PnW^f^^^ oder =- 2 , 



n 
— 1 

+ 1 



(c.) I P Aß)P Ja)du^O oder — — — ^jn+J) 

Nimmt man nun diese Formeln (a.), (b.), (c.) nach einander zum Ausgangs- 
puncte, so gelangt man mittelst der vorhin exponirten Methode der Reihe 
nach zu folgenden Resultaten: 



<A.) f\ (Jl^ J(qQ) dq] IJm^ Jiqg) dq) \ QdQ - |x^ M^ ^ , 




u 
a 



<B.) 11 I L^J(qQ)qdq\QdQ^O oder = 2i.o, 






UdQ^O 



(C.) I 1 1 i\ JHqQ) dqj ( j\ J^iqQ) dqjl gdQ ^ Cl^ M^ 



WO a eine beliebig gegebene positive Constante vorstellt, während L^ und 
Mq beliebige Functionen von q sein können, 

Bemerkung. — Was den zweifelhaften Werth auf der rechten Seite in 
Formel (B.) betrifft, so sei bemerkt, dass die hier als Ausgangspunct be- 
nutzte Formel (b.) äquivalent ist mit folgender: 



_/(^ "■'■«) 



ebenso gut aber auch mit folgender: 



_/'(?"■'•<") 



(b..) J (2^C,P»j(i^-2Co, »*) 

WO die C willkührliche Constanten sind. Je nachdem man nun von (bi.) oder 
von (b2.) ausgeht, findet man für das in (B.) angegebene Integral im einen 
Falle den Werth 0, im andern den Werth 2Lo. D. h. man findet für ein 



*) In Formel (c.) hat 11 die in der Note Seite 13 angegebene Bedeutung. 

**) Die untere Summationsgrenze ist in (b,.) durch 1, hingegen in (bf.) durch dargeetellt. 

Nenmaniif Kntwloklangen. 4 
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und denselben Ausdruck zwei Werthe. Hieraus folgt, dass die hier ange- 
wandten Methoden sehr unzuverlässig sind. 

Uebrigens wird eine genauere Untersuchung im fünften Capitel uns 
zeigen , dass trotzdem die Formeln (A.) und (C.) im Allgemeinen richtig sind, 
und dass Gleiches auch von der Formel (B.) gilt, falls man nur die beiden 
auf ihrer rechten Seite stehenden Werthe (0 und 2Lo) durch das arith- 
metische Mittel dieser Werthe (d. i. durch Lo) ersetzt. 



Zweites Capitel. 

Die Fonrier'sche Reihenentwicklung. 

Statt von einer Function f{x) zu sagen, sie sei in einem gegebenen 
Intervall a . . . ß beim Uebergange von a zu ß entweder niemals wachsend, 
oder aber niemals abnehmend, — statt dieser heut zu Tage üblichen sehr 
schleppenden Ausdrucksweise, werde ich kurzweg sagen, sie sei in jenem 
Intervall monoton. 

Diese und einige sich anschliessende Definitionen werde ich dem gegen- 
wärtigen Capitel voranschicken. Sodann werde ich einen einfachen und über- 
sichtlichen Beweis des wichtigen Du Bois-Beymond' sehen Mittel werthsatzes 
mittheilen*), und endlich, gestützt auf diesen Satz, die TJieorie der Fourier- 
sehen Reihen zu entwickeln suchen. 

§ 1. 

Einige Definitionen. 

Monoton und abtheilungsweise monoton. Sind a <, ß g^ebene Constanten^ 
so mag eine Function f{x) im Intervall a . . . ß monoton tvachsend heissen, 
wenn sie beim Uebergange von « zu /3 theils im Wachsen"^) , theils im Sich- 



*) Ich bin zu diesem neuen Beweise gelangt theils durch ein genaueres Studium des von 
G. F. Meyer gegebenen Beweises (Math. Annal. Bd. 6. S. 313), theils namentlich auch durch die von 
Du BoiS'Reymond zu diesem Meyer^scben Beweise gegebene Ergänzung (Borchardt's Journal, Bd. 79» 
Seite 42, Note). 

**) Ob dieses Wachsen ins Ufiendliche geht, ob es stetig oder sprungiceise geschieht, — bleibt 
dabei gleichgültig. Demgem&as sind also z. B. sin x and tg x monoton toachsend zu nennen im Interyall 
. . . . ^». Denkt man sich femer eine Function f(x)f welche »» o bleibt, während tga; von auf 1 
wächst, welche femer »■ 1 bleibt, während tgo; von 1 auf 2 wächst, sodann ■« 2 bleibt, während 
tgx von 2 auf 3 wächst, u. s. w., so wird diese Function f{x) für das Interfall .... ^» ebenfalls als 
monoton wachsend zu bezeichnen sein. Denn sie ist an jeder Unstetigkeitsstelle in sprangweisem 
Wachsen j und sonst im SicJigleichhleiben begriffen. 
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gleicJMeiben (aber niemals im Abnehmen) begriffen ist. Und umgekehrt mag 
die Function in jenem Intervall monoton abnehmend genannt werden, wenn 
sie beim Uebergange von a zu ß theils im Abnehnien% theils im Sichgleich- 
Ueiben (aber niemals im Wachsen) begriffen ist. 

Hat endlich die Function eine von diesen beiden Eigenschaften (gleich 
viel welche), so soll sie kurzweg monoton heissen, selbstverständlich mit 
Bezug auf das gegebene Intervall a . . . ß. 

Und in unmittelbarem Anschluss an diese Ausdrucksweise mag eine 
Function f{x) im Intervall a . . . ß abtheilungsweise monoton genannt 
werden, wenn dieses Intervall in eine endliche Anzahl von Strecken zerlegbar 
ist, der Art, dass f{x) längs jeder einzelnen Strecke monoton ist**). Dem- 
gemäss wird z. B. sinrc im Intervall .... 8^ abtheilungsweise monoton zu 
nennen sein; desgleichen auch tga;***). Hingegen hat z. B. die Function 

sin (—) "keinen Anspunich auf eine solche Benennung. Denn wollte man jenes 

gegebene Intervall . . . . 8;r in einzelne Strecken zu zerlegen suchen, der 

Art, dass sinf-^) längs jeder einzelnen Strecke monoton ist, so würden diese 

Strecken in der Nähe des Punctes unendlich klein, mithin ihre Anzahl 
miendlich gross werden. 

Stetig und abtheilungsweise stetig. Eine Function f{x) heisst in einem 
gegebenen Pancte Xi stetig, sobald ihre grösste Schwankung!) im Intervall 
(Xi — i?) . . . . (^1 + p) durch Verkleinerung von p beliebig klein gemacht 
werden kann. Ist hingegen solches nur möglich für die eine Hälfte des ge- 
nannten Intervalls [also entweder für die Hälfte {x^ — jp) . . . . o^i , oder für 
die Hälfte x^ . . . . {x^ + p)], so wird die Function im Puncto x^^ als einseitig 
stetig zu bezeichnen sein. 

Sind ferner a <C ß zwei gegebene Constanten, so wird die Function f{x) 
im Intervall a .... ß stetig genannt, sobald sie in jedem imiern (d. i. der 
Bedingung a <i Xi <C ß entsprechenden) Puncto Xi stetig, und in jedem der 
beiden Endpunkte a, ß einseitig stetig ist (nämlich in a nach der Seite a/J, 
tmd in ß nach der Seite ßa). Aus dieser Definition folgt von selber, dass 
€ine im Intervall a . . . . ß stetige Function daselbst auch überall endlich ist. 

Femer mag eine Function f(x) im Intervall a . . . . ß ahtheilungs- 



*) Hier ist Analoges zu bemerken, wie in der vorhergebenden Note. 

**) Diese Strecken selber wird man kurzweg die moiMionen Strecken oder die wonotonen Ab- 
iheüungefi der Function f{x) nennen können. 

*♦*) Vergl. die zweite Note auf S. 26 und die erste Note dieser Seite. 
-|-) Ist unter den Werthen, welche f{x) in einem gegebenen Intervall besitzt, A der kleinste 
<ind B der grösste y so heisst bekanntlich B — A die grösste Schwcmkung von f{x) für jenes Intervall. 

4* 
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weise stetig heissen, sobald dieses Intervall in eine endliche Anzahl von 
Strecken zerlegbar ist, der Art, dass die Function längs jeder einzelnen Strecke 
stetig ist*); woraus wiederum folgt, dass eine derartige Function im Inter- 
vall a . . . . ß überall endlich ist. — Denkt man sich also etwa eine Function 
f{x)ia der Weise definirt, dass sie in denjenigen Puncten, in welchen sino? 
positiv oder Null ist, = x^, hingegen in denjenigen Puncten, in denen sin:r 
negativ wird, = c(? sein soll, so wird dieselbe z. B. im Intervall . . . . S^r 
ahtlieilungsweise stetig zu nennen sein. Definirt man aber die Function f{x) 

in der Weise, dass sie für diejenigen Puncte, in denen sin(— ) positiv oder 

Null ist, = 0?% und in denjenigen Puncten , in denen sin(— ) negativ ist, 

= 0? sein soU^ so wird diese Function im Intervall .... 8^ nicht mehr 
als abtheilungsweise stetig zu bezeichnen sein, weil in diesem Falle die An- 
zahl der erforderlichen Abtheilungen unendlich gross sein würde. 

Oonstant und abtheilungsweise constant. Eine Function f{x) heisst im 
Intervall a . . . . ß constant, sobald sie daselbst überall denselben Werth hat* 
Andererseits mag sie in jenem Intervall als abtheHungstveise constant bezeichnet 
werden, sobald dasselbe in eine endliche Anzahl von Strecken zerlegbar ist^ 
der Art, dass die Function längs jeder einzelnen Strecke constant bleibt. 

§2. 
Der von Du BoiB-Beymond aufgesteUte lüttelwerthsatz. 

Erinnerung an den gewöhnlichen Mittelwerthsatz. Sind irgend zwei Reihen 
(reeller) Grössen gegeben: Fi, Fg, . . . F« und E^, E^, . . . E^, und sind ins- 
besondere die E alle von einerlei Vorzeichen'^*), so ist bekanntlich 

(I a.) F, J&i + F.-B, + • • • + F^i^; = TF(^, + ^ + ■ . . + JS7J , 

WO unter TF ein gewisser Mitteliverth der F zu verstehen ist^ d. i. ein Werth 
der nicht kleiner sein darf als das kleinste, und nicht grösser als das grösste V. 
Diesem Satze schliesst sich unmittelbar an ein anderer ebenfalls be- 
kannter Satz. Sind, nämlich V{x) und E{x) irgend zwei (reelle) Functionen,, 
und ist E{x) im Intervalle x ^= a . . . ß von constanten Vorzeiclienj so gilt 
die Formel: 

(Ib.) / V{x) E{x) dx^W- I E{x) dx , 



*) Diese Strecken wird man alsdann kurzweg die stetigen Strecken oder die stäigen Äbtheilungen 
der Function f{x) nennen kOnnen. 

**) Es sind hier absichtlich die Buchstaben V und E gewählt worden. Denn die V können ver- 
schiedene Vorzeichen haben, während die E alle von einerlei Vorzeichen sein sollen. 
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WO W einen gewissen Mittdwerth unter all' denjenigen Werthen vorstellt, 
welche V{x) im Intervalle x = a . . . ß besitzt. Dieses W wird also der 
Relation entsprechen: 

falls man nämlich diejenigen beiden Pimcte, in denen Vi[x) im Intervall 
a . , . ß am Kleinsten und am Grössten ist, respective mit Xq und Xi bezeichnet. 
Nehmen wir insbesondere an, dass V(x) beim Uebergange von a nach 
/i, mithin auch beim Uebergange von Xq nach Xi sich in stetiger Weise ändert, 
so muss unter diesen stetig zusammenhängenden Werthen , welche dem Inter- 
vall Xq . . . Xi entsprechen, mindestens einer sich vorfinden, welcher mit W 
identisch ist; so dass wir also schreiben können: 

wo I einen unbekannten Punkt vorstellt, der zwischen Xq und u,, mithin 
auch zwischen a und ß gelegen ist. 

Sind also V{x) und E(x) irgend zwei Functionen, ist femer E{x) im 
Intervall a . . . ß von constanten Vorzeichen j und ist ausserdem V(x) in diesem 
Intervall stetig , so gilt die Formel : 

(l c.) / V(x) E{x) dx = F( J) . / E{x) dx , wo a<.l<:ß ist. 



tt u 



Nachdem wir durch die vorstehenden Formeln (la., b., c.) an den gewöhn- 
lichen oder ersten Mittel werthsatz kurz erinnert haben, gehen wir über zum 
zweiten oder Dil Bms'schen Mittelwerthsatz. 

Ableitung des Du Bois'schen Mittelwerthsatzes. Dieser bezieht sich auf 
ein Integral von der Form: 

/ 

(1.) I F{x)<i>(x)dx. 

a 

Um sicher zu sein, dass dieses Integral einen bestimmten endlichen Werth 
hat, wollen wir gleich von vornherein voraussetzen, dass F{x) und <i>(x) im 
Intervall cc . . . ß abtheilimgsweise stetig sind. Ausserdem aber sei vorausge- 
setzt, dass F{x) in diesem Intervall monoton tvächst und üljeraU positiv ist. 
Aus der Voraussetzung der abtheilungsweisen Stetigkeit folgt sofort, 
dass das Intervall a . . . ß in eine endliche Anzahl von Strecken zerlegbar ist, 
der Art, dass F{x) längs jeder einzelnen Strecke stetig bleibt. Diese von 
Hause aus gegebenen [nämlich durch die Natur von F(x) bestimmten] stetigen 
Strecken mögen nun durch irgend welche Puncte in noch kleinere Strecken 
zerlegt werden, und zwar in der Weise, dass die grösste Schwankung der 
Function F{x) für jede solche kleinere Strecke weniger als e beträgt, wo 
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B einen ad libitum gegebenen Kleinheitsgrad vorstellen soll, l^nd diese (unter 
Rücksicht auf jenes gegebene e erhaltenen) kleineren Strecken mögen kurzweg 

die Elenientarstrecken genannt, und mit (ayi), (/i^a), (/«^'s)» (y„-2y,-i), 

irn-'iß) bezeichnet werden*). Femer sei Ci irgend ein Mittelwerth unter 



(2.) 



Vi 



y« 



y» 



Vn-l 



ß 



denjenigen Werthen, welche F{x) längs der ersten Elementarstrecke (a^i) 
besitzt, oder (um die Vorstellung besser zu fiidren) das arithmetische Mittel 
dieser Werthe**). Ebenso sei C, das arithmetische Mittel der längs der 
zweiten Elementarstrecke {yi y^ vorhandenen Werthe von F{x) ; u. s. w., end- 
lich G^ das der letzten Elementarstrecke {yn-\ß) entsprechende arithmetische 
Mittel. Alsdann wird also der absolute Betrag von [F{x) — C|] längs der 
ersten Elementarstrecke überall < « sein, ebenso der absolute von [F{x) — Ci] 
längs der ziveiten, u. s. f. 

Dies vorausgeschickt, führen wir eine auxiliare Function f{x) ein, welche 
abtheilungsweise constant, nämlich längs der ersfe^i Elementarstrecke = C^, 
längs der ziveiten = Ci sein soll, u. s. w.; und setzen: 

(3.) F{x)^f{x) + g{x). 

Das so definirte g (x) ist alsdann , seinem absoluten Betrage nach , im ganzen 
Intervall a . . . . ß überall < e. Beachtet man femer, dass F(x), wie zu 
Anfang vorausgesetzt wurde, im Intervall «•.../? ^nonoton wächst und durch- 
weg positiv ist, so ergiebt sich aus der für Ci, Q, Ci, . . . C« gegebenen De- 
finition sofort die Formel: 
(4.) <; F{cc) <Ct<;c^<:c,,...^ c\ <^ F(ß) . 

Substituirt man nun den Werth (3.) in das zu untersuchende Integral (1.), 
so zerföUt dasselbe in zwei Theile: 



(5.) 



I F^ dx^ j f^ dx+ I gft> rf.r , 

a a a 



U V 

welche mit U und V bezeichnet werden mögen. Der Werth von U kann 
offenbar auch so geschrieben werden : 



*) Die (n — 1} Puncte yu yti ysi • • • • Yn-^i werden also bestehen theils aus den von Hanse aas 
gegebenen Unstetigkeitspunden der betrachteten Function F(x), theils aus gewissen anderen zwischen 
diesen ünstetigkeitspuncten noch eingeschalteten Puncten, 

*•) Es soll also Ci definirt sein durch die Formel : C, =« / Fix) dx . 
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Yi Yn-l 

oder, faUs man die Definition von f beachtet, auch so: 

ü^cS<^dx+Cti^dX'\ }rC^j^dx, 

Diese Formel aber nimmt unter Anwendung der Bezeichnungen 

■ ß ij /* " Ä /« 

(6.) J^==^j<^dx, Ji^l^dx, Jt'^l<t>dxy J^_^=^l0dx, J^^j0dx, 

« n Y7 Yn-l f 

folgende Gestalt an: 

Das letzte J, nämlich das t7„ ist [vgl, (6.)] identisch Null , gleiches gilt daher 
von dem Product: J^ F{ß). Fügt man aber dieses verschwindende Product 
zur rechten Seite der letzten Formel hinzu, und ordnet sodann nach den 
J% so ergiebt sich: 

Hieraus folgt, weil die Grössen C\, (Ci — Ci), (C3 — Q, ((7„ — C;_i), 

(F{ß) — (7„), zufolge (4.), sämmtlich positiv sind, dm'ch Anwendung des ge- 
wöhnlichen Mittelwerthsatzes (la.) Seite 28 sofort: 

u^[e, + (c, - c\) + (C3 - ci) . . . + (c„ ~ c\_,,) + {F{ß) - C7,)] jsr, 

wo K einen unbekannten Mittel werth der Grössen Jo, J^ «72, - . . «7„_i, Jn 
vorstellt. 

Jene Grössen J sind [vgl. (6.)] sämmtlich von der Form: 

(6a.) I0dx. 



I- 



In der That wird dieses Integral, falls wir seine untere Grenze | von a nach 
ß wandern lassen, gewisse stetig zusammenhängende Werthe durchlaufen, 
zu denen unter andern auch die Werthe jener J's gehören; wie solches aus 
dem Anblick der Formeln (6.) unmittelbar sich ergiebt. Die stetig zusammen- 
hängenden Werthe, welche das Integral (6a.) durchläuft, während | von « 
nach /} geht, bilden daher zwischen den einzelnen J's eine stetige Verbindung , 
und enthalten folglich in sich sämmtliclie MittelwertJie der J's. Mit andern 
Worten: Das vorstehende Integral (6a.) muss durch eine geeignete Ver- 
schiebimg des der Bedingung cc<$<ß unterworfenen Punctes | zur Coincidenz 
gebracht werden können mit jedwedem Mittel werthe der J's, also z. B. 
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auch mit demjenigen, der vorhin mit K bezeichnet worden ist. Man kann 
daher schreiben: 

/ 

(6 b.) K=:-l0dx, ^oa<{^(3. 

Substituirt man diesen Werth (6 b.) in die letzte für U erhaltene Formel, 
und beachtet man, dass die Summe der daselbst in der eckigen Klammer 
enthaltenen Grössen sich auf F{ß) reducirt, so erhält man: 

(7.) U^Fiß) l<Pdx, woa<S<j5. 

t 

Was andererseits das Integral V in (5.) betriflft, so ergiebt sich sofort: 

abs ^ < I (abs g) (abs <t>) dx , 

a 

also, falls man den absolut grössten Werth von <l> im Intervall a . . . . ß mit 
M bezeichnet , und beachtet , dass der absolut grösste Werth von g in diesem 
Intervall kleiner als e ist: 



/ 

A j dx ^ 

a 



ab8F<fM/da?, d. i. < (|3 — a) Mf , 

* 

oder, was dasselbe ist: 

(8.) F = d(ß-a)Mf, 

WO * einen unbekannten (positiven oder negativen) ächten Bruch bezeichnet. 
Schliesslich folgt nun aus (5.) durch Substitution der beiden Werthe (7.) imd (8.): 



I F<i>dx=-F(ß) 10 



(9.) I F<Pdx=-F(ß) /0da; + ^(ß — a)Me, wo a<£<ß ibt, 

-9^ einen ächten Bruch vorstellt, femer «, /3, M von Hause aus gegebene Con- 
stanten sind , und endlich e den zu Anfang unserer Untersuchung ad libitum 
gewählten Kleinheitsgrad vorstellt. 

Da nun das e ad libitum gewählt werden konnte, so bleibt die vor- 
stehende Formel in Kraft, wie klein wir uns dieses e auch denken mögen. 
Mit andern Worten: Sie bleibt gültig, wie klein wir uns das zweite Glied 
ihrer rechten Seite auch vorstellen mögen. Demgemäss wird sie gültig 
bleiben, auch wenn wir jenes zweite Glied ganz fortlassen. Wir gelangen 
somit zu folgendem Resultat: 

Der Du Bois'sche Mlttelwerthsatz. Sind F(x) und ^{x) im Intervall 
a , . . ß ahtheihingstveise stetig, und setzt man überdies voraus, dass F(x) 
in jenem Intervall monoton wachse und überall positiv sei, so gilt die Formd: 
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(IIa.) If{x) <^{x) dx = F(ß) f <i>{x) dx, wo a <[ g <; ^ ist . 

a $ 

Abgesehen von dieser Bdation cc ^i < ß ist das | unbekannt 

Von den hier gemachten Voraussetzungen lassen sich einige leicht be- 
seitigen. Setzt man z. B. von einer gegebenen I^unction f{x) nur voraus, 
dass sie im Intervall a . . . . ß monoton und abtheilungsweise stetig sei , so wird 
die soeben gefundene Formel sofort anwendbar sein auf eine der beiden 
Functionen 

F,x) = fix) - f{a) , 
F{x) = /•(«) - fix) , 

nämlich auf dieerstere, falls f(x) monoton wächst, auf die letztere, falls f{x) 
monoton abnimmt. Somit ergiebt sich z. B. im ersteren Fall: 



i\f{X - /•(«)) <i>dx^ {f{ß) - f(it))J0dx , 



wo a<S<ß, 



a 



oder, was dasselbe ist: 



jfix) 0dx =. Aa) /Oc^a; + f{ß) jd^dx, wo a < |< |J. 

a a Y 

Und dass man andererseits im letzteren Fall zu genau derselben Formel ge- 
langt, übersieht man sofort. Demgemäss ergiebt sich folgendes Kesultat: 
Allgemeinere Form des Du Bois'schen Satzes. — Sind f{x) und ^(x) im 

Intervall a ß abtheilungsweise stetig, und setzt man überdies voraus, 

dass f{x) in jenem Intervall monoton sei, so gilt die Formel: 

(II b.) ff ix) <t> [x) dx = f{a) I (i>(x)dx + f(ß) l<t>{x)dx; wo cc^i^ß ist. 

a a ^ 

Uebrigens Mnn man dieser Formel auch folgende Gestalt geben: 

.(II c.) (fix) (t>{x) dx = f[a) l^{x) dx+^ {fiß) — f{a)) , woTt^ j <t>{x) dx , 



a 



und nach ivie vor « ^ I ^ /J is?*). 



*) Der mit !Dl bezeichnete Integralwerth ist also ein unbekannter Mittelwerth unter denjenigen 
Wertben, welche jenes Integral dnrchlanfen würde, falls man seine untere Grenze £ fortwandern 
lassen wollte von a bis ß. Daher der Name: Mitteltcerthsatz. Vgl. Du Bois* Aufsatz im Borch. 
Journal, Bd. 69, Seite 81, (8.) und Seite 82, (9.). 

Netimann, Entwicklungen. 5 
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§ 2a. 
Küokbliok auf den Du BoiB-Beymond'sohen Sats. 

Bei der fundamentalen Bedeutung, welche dieser Satz für die ganze Entwickluugs- 
Theorie besitzt; wird es angenehm sein, eine deutliche Anschauung von seinem inneren 
Kern zu haben. Zu einer solchen kann man durch einfache geometrische Betrachtungen 
gelangen. 

Handelt es sich zunächst um die Berechnung des durch das Integral 

(1.) S^Jf{x)dx 



a 



bestimmten Flächeninhaltes 3; ^^ kann man in doppelter Weise verfahren; indem man 
diese von drei geraden Linien und der Curve y = f(x) begrenzte Fläche ^ entweder 
parallel mit der x-Axe, oder aber paraüel mit der y-Axe in lauter unendlich schmale 
Streifen zerlegt. Während man im Utetern Fall geradezu zum Ausdruck (1.) gelangt, 
wird man im ersten Fall zu einem ganz anderen Ausdruck gelangen. Setzt man aber 
diesen neuen dem früheren gleich; so ergiebt sich ein SpecialfaU des Du Bois'schet^ 
Satzes^ vorausgesetzt, dass f(x) monoton. 

Ohne uns hierbei weiter aufzuhalten; wollen wir sogleich angeben ; wie man in 
ähnlicher Weise auch zur allgemeinen Formel des Du Bois' sehen Satzes gelangen kann. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns die Fläche 3; oder (was dasselbe ist) die :rf/-Ebene hori- 
zontal; und errichten auf dieser Horizontalebene Perpendikel in sämmtlichen Rand- 
puncten der Fläche 3* I^iese Perpendikel bilden alsdann in ihrer Gesammtheit eine 
die Fläche ^ rings umziehende vertikale Wandung. Das von der Fläche 3 u>^d dieser 
vertikalen Wandung begrenzte Volumen mag nach Oben geschlossen gedacht werden 
durch die Fläche z = <l>(ic), die z-Axe vertikal nach Oben laufend gedacht. Wir er- 
halten auf diese Weise ein Volumen 3i, welches im Ganzen von vier Ebenen; ausserdem 
aber von den beiden Cylinderflächen y = f(x) und jßf = 0(a;) begrenzt ist. Dieses 
Volumen 35 können wir nun wieder in doppelter Weise berechnen, indem wir dasselbe 
entweder parallel der xz-Ehene^ oder aber parallel der yz-Ebene in lauter unendlich 
dünne Scheiben zerlegen. Im letztern Fall ergiebt sich sofort die Formel: 

(2.) ^:ß-^ if(x)0{x)dx. 



■j' 



a 



Im erstem Fall hingegen gelangen wir, falls wir das Intervall x ^ a . , . . ß in unend- 
lich kleine Elemente zerlegen: 

« ß 



-! 1 ' : I 1 I I ' 

I I I 



Vü Yi y« Yi y„-i 7n 

durch die unmittelbare geometrische Anschauung zu folgendem Ausdruck: 
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(3) 



^^< 



f{a)J <t>dx+ (/-(y,) - f{a))Jtt>dx + (/"(y.) - f{yd)J^dx + 



'' t 



\. 



X 



Xn-l Yn 

Nehmen wir nun an, f(x) sei monoton, so sind die Differenzen: 

Ay,) -/•(«), Ay,)~/(y,), .... /^(yn-i) - /'(y»-2) > f{Yn)-f(Yn-i) 

sämmtlich von einerlei Vorzeichen, und ihre Summe == f{yn) — /*(«); d- i- ^ f(ß) — A«); 
80 dass sich also mittelst des gewohnlichen Mittelwerthsatzes (la.) Seite 28 ergiebt: 

/ 

(4.) ^~f('')J<t>dx + (fiß)-n''))n, 

■ a 

WO das Wl einen unbekannten Mittelwerth der Grössen 

fl ß fi ß^ 

l^dx, j^dXj jf^dx, j ft>dx 

Yi yi y, Yn 

vorstellt. Demgemäss lässt sich dieses ^R darstellen in der Form: 

(6.) Tt^l<Pdx, woa^|<p. 

r 

Substituirt man aber diesen Werth (5.) in den Ausdruck (4.), und setzt mau sodann die 
beiden Ausdrücke (2.) und (4.) einander gleich, so erhält man den Du Bois' seilen Satz, 

§3. 
Einige Bemerkungen über die EreiBfunotionen. 

Wir wollen hier einige ganz elementare Bemerkungen voranschicken , die 
schliesslich zu einem für unsere weiteren Untersuchungen erforderlichen Hülfs- 
satz führen werden. 

Erste Bemerkung. — Unterwirft man die Variable x der Bedingung 
< X <\itj so ist bekanntlich: 

sin a; cos o; < x •< tg ic , *) 

also, falls man durch sin x dividirt : 



*) Beschreibt man nämlich um die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks GAB einen die 
Orundlinie AB berührenden Kreis, welcher die Schenkel OA und OB resp. in Aq und Bj schneiden 
mag, und zieht man endlich die Sehne ^o^o> ^^ ergiebt sich unmittelbar aus der geometrischen An- 
schauung folgende Relation: 

(«Dreieck OAqBq) < (Kreissector OA^Bo) < (Dreieck GAB) . 

Diese Relation aber nimmt, falls man den Radius des Kreises mit r, und den Winkel AGB mit 2x 
bezeichnet, die Gestalt an: 



r'einajcosa; < r^x •< r*tg«. W. z. z. w. 



6 
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(1.) cosa: < -J^ < — ^, für < x < {n , 

^ ^ -^ Bin Ä > cos a; = ^ * ' 

1 sin X 

(2.) mithin > > coboj, ebenfalls für •< x < ^n. 

cos X --^^ X =^ =_i =^ 

Setzt man nun f(x) = ^^ , so wird f{x) = ~ (cos x — ^^)' Dieser Aus- 
druck hat aber für <^x<^:r einen negativen Werth [zufolge (2.)], und 
andererseits für ia <x < n ebenfalls einen negativen Werth [wie solches 
aus dem Ausdruck selber unmittelbar hervorgeht]. Somit sehen wir, dass 
die Function 

(3.) fix) - -^ 

im Intervall x = . . . . n: stetig und monoton abnehmend ist. Hieraus 
folgt sofort: ^0) > f(x) > f{:r\ d. i. 

(4.) 1 > — •'*' :> 0, für 0<x^n', 

und insbesondere auch: f{0)>f(x)>^f(^\ d. i. 

^» N . -^ sin X ^ 2 „^ . ^ ^ n 

(50 1 > --r- > — » ^^^ 0<x<— ; 

-= X -— » — == * ^ 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

(5a.) 1 < -.— < -^, für o<a;<4- 

Zweite Bemerkung. — Bezeichnet A eine beliebig grosse positive Con- 
staute, und n:t das grösste in A enthaltene Vielfache von ff, so kann man 
setzen : 

71 i7t H7t 

Durch diese Formel aber wird [weil sin x för die aufeinander folgenden Inter- 
valle 0....n'....2:rr....3:rr... altemirendes Vorzeichen hat, und über- 
dies — bei wachsendem x fortwährend abnimmt] das Integral linker Hand 

in {n + 1) Glieder zerlegt, die altemirendes Vorzeichen Jiaben, und von denen 
jedes seinem absoluten Betrage nach kleiner als das vorhergehende ist. Beachtet 
man nun überdies, dass das erste Glied positiv ist, so ergiebt sich sofort, 
dass die Summe der {n + 1) Glieder ebenfalls positiv und kleiner als jenes 
erste Glied sein muss. Somit folgt: 

also mit Rücksicht auf (4.): 
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«^/ 



Ä 
ein X 



X 



dx <C « , 



immer vorausgesetzt, dass Ä einen positiven Werth habe. 

In analoger Weise wird man offenbar für ein negatives Ä erhalten: 



A 



^ /sin x :, ^ ^ 
— » < )—^ dx -^ 0, 



und hieraus folgt, dass für jedes beliebige Ay tyiag nun dasselbe positiv oder 
negativ sein, die Formel stattfindet: 

(6.) abs I dx <in . 

Hieraus folgt weiter, dass für zwei ganz beliebig gegebene Constanten A und 
By mögen nun dieselben gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben, stets die 
Formel gilt: 

B 

(7.) ab8/?^da?<2«. 

A 

Dritte Bemerkung. — In der identischen Gleichung 



t'JBS£ dx - /T-A-) i'^"^^) dx 
^ Bin o; J \8m xj \ x J 



it a 



sei q eine beliebige Constante, während a und ß der Relation <a < ß <i:t 

unterworfen sein sollen. Alsdann wird die Function ^-^ [vgl. den Satz (3.)] 

im Intervalle x = «.... /? stetig und monoton sein. Man erhält daher durch 
Anwendung des Du Bois'schen Satzes (Seite 33): 
^ / /* 

/*sin qx j a /sin oa; , , ß /sin qx , . ^ ^ *. ^ a ^ "^ 

I — ^^- dx = I ^- dx + -^ I ^- dXy wo < a < I < ß < -r- ; 

J 8IU X Bin aj X ' Bin ßj x -> ^ '» =:^ »^ > 2 ' 



a 



oder, falls man in den Integralen rechter Hand statt x eine neue Variable y 
einführt mittelst der Substitution qx = y: 

/*8in qx , a /sin y, , ß /siny, ^ ^ ^ t- ^ o ^ ^ 

I ■ ^ dx = -. I " dy + -T^ I dy, woO<a<g<ß<— . 

J Bin X im aJ y B\n ßJ y ^ j> -^ » ,- •' ^ 2 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf (5a.) und (7.) die merkwürdige Formel: 

rL X 

(8.) abs / ^^ dx < 2««, tn wcZc/jcr ^ a < /3 < y 

a 

sein soll, tvährend q eine ganz beliebige Constante vorstellen kann. 
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Einer etwas anderen und noch einfacheren Behandlung ist- das vor- 
liegende Integral fähig, falls man voraussetzt, dass nicht < «, sondern 
geradezu <. a sein solle. Nimmt man nämlich an, es sei < a < /3 < i^r, 

so wird die Function ^^ im Intervall x = a . . . ß stetig und monoton sein. 

Man erhält daher mittelst des Du Bois'schen Satzes: 

/* i (^ 

/*8in qx , 1 /*• j I 1 I • j 

I . «05 = I Bin qx ' dx + - — 5 I sm qx ■ dx; 

J »m X wn aj ^ ' sm ßj * 

a a ^ 

oder, was dasselbe ist: 

g^^gg dx ^ ^-^ ^ g^ " <^^» gS + ^0« gS -7 ^^^« -gg, woo<«<s<p<^. 



J 



sin aj g 8ia a g sia |3 ^ .^ ' ^ "^ ^ 2 



a 



Hieraus aber folgt sofort: 



''■.. 



^ Bin o; abs q \8in a sin /3/ ' 

also a fortiori: 



(aus q) (am a) * ^ >? »^ ^ 2 



(9.) abs /^^^^^^ (Ja: < 7- ?>-.--., ?ro < « < ß < 



a 



ist j tcäJireml q eine ganz hell eh ige Constante rmstellt. 

Vierte Bemerkung. — Setzt man in den Formeln (8.) imd (9.) die In- 
tegrationsvariable X '= i(p^ femer 2a = y und 2 /J = d, und setzt man end- 
lich q = {2n + 1), wo n eine positive ganze Zahl sein soll, so nehmen jene 
Formeln folgende Gestalt an: 

(10.) abs r- "^^ + ^^^ dy<47r«, falls < y < d < tt ; 

(tl.) ab8Ai5J!L+il»d^< * <_.!_. falls 0<y<*<,. 

J Bin ^9 ^ (n + ^) Bin iy ^ n sm ^y ^ ' 7^ >_ 

y 

Diese Farnielft (10.), (H.)^ ^^^ denen also n eine heUehige Zahl aus der Reihe 
0, 1 , 2, 3, 4^ . . . vorstellen kann, werden uns tveiterhin von Nutzen sein. Die 
fftr ihre Gültigkeit erforderlichen Bedingungen unterscheiden sich dadurch 
von einander, dass bei (10.) < y, bei (11.) hingegen < ^^ notirt ist. 

§4. 
Ueber die Fourier^sohe Reihe. 

Auf einer Kreisperipherie vom Radius 1 mag der Centriwinkel 9), von 
einem festen Radius aus, nach der einen Seite von bis n, nach der andern 
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von bis — n gerechnet werden ; so dass also die Puncte qr = --r und y = — % 
untereinander identisch sind. Denkt man sich auf dieser Kreisperipherie irgend 
eine Function F{tf) ausgebreitet, und nimmt man an, dieselbe wäre in irgend 
einem Puncte ^i unstetig, jedoch endlich, so werden daselbst zivei Werthe zu 
unterscheiden sein, nämlich die Werthe F{<pi — 0) und F{(pi + 0). Des- 
gleichen werden im Allgemeinen auch im Puncte y = + ^ ^^^'^^ Werthe 
vorhanden sein, nämlich die Werthe F{ff — 0) und F( — n* + 0). — Dies 
vorangeschickt gehen wir über zu unserer eigentlichen 

Aufgabe. — Nach unseren früheren, aber sehr unsicheren Betrachtungen 
(Seite 5) ist jede Function F{(f) im Puncte (p darstellbar durch folgende 
Formel : 

(1.) ^(<Pi) « lim, = » -^ / F{tp) |l + 2^"co8n(<p-qp,)| d<p. 



— n 



Es fragt sich mm, ob und in welchen F(ülen diese Formel (1.) wirklich correct 
ist. Zu diesem Zweck müssen wir das in 4.er Formel auftretende Integral 

.2.) S„= y^ j F{q>)[\ +2^CO9n(9-qp0j dtp ^ j F{q>) S^(rp -- q>,) d^ , 

— n — n 

welches für den Specialfall <jri = die einfachere Gestalt annimmt: 

(3.) Ä„ - ^J F(qp) }l + 2 ^ COS nqp I dqp =»J F(qp) A„(9) dff , 

— n —n 

einer genaueren Untersuchung unterwerfen. Dabei sind zur Abkürzung die 
in den geschweiften Klammern enthaltenen Ausdrücke mit t\J^tf — 9^1), re- 
spective mit Kisf) bezeichnet. Wir beginnen mit einigen einfachen Bemer- 
kungen über die in (3.) enthaltene Function: 

(4.) A„(<p) » 2?^ |l + 2 cos (9) + 2 cos (29) + 2 cos (Scp) + + 2 cos (nqp)| • 

Multiplicirt man diese Function mit sin (^), so ergiebt sich unter Anwen- 
dung der bekannten Relation : 2 sin ic cos y = sin {x — y) + sin {x + t/) sofort, : 

oder, weil die Glieder rechter Hand, abgesehen vom allerletzten^ sich paar- 
weise zerstören: A„(9") sin ^ = ^ sin ^'^+-^^ , d. i. 

(5.) A,«p)=?^^(^>-^. 

" 2« sin ^qp 



+ 
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An die Formeln (4.), (5.) schliessen sich einige Bemerkungen über das Jw- 
tegrd der Function K{^>)' Einerseits folgt nämlich aus (4.): 

(6.) I A^(9) d9 » ^; mithin auch: liro»=-« I ^n^^) dtp =^ {\ 

und andererseits folgt aus (5.) mittelst der auf Seite 38 gefundenen Formeln 
(10.), (11.) nicht nur: 

o 
(7.) b\}% j S^((p) dfp <2n , falls 0<g y ^ a<ir, 

y 

sondern auch: 

d 

(8.) absyA^(9)d9<^^-^, falls*) 0<y^a^«. 

y 

Dies vorangeschickt, gehen wir nur über zur 

Untersuehuttg des speclellen Integrals S^ (3.) — OflFenbar können wir 
dasselbe in zwei Theile zerlegen: 

, n 

(9.) S^ ^fF{q>) AJ(p) d(p +/V(qp) ^Jq>) dq>; 

-n 



-' ^ 



^\ Vn 



und bei der Untersuchung dieser beiden Theile wollen wir gleich von vorn- 
herein voraussetzen, dass die gegebene Function 

(10.) -F(qp) 

im Intervalle <p = — :t • . . + 5r ahtheilungsweise stetig und ahtheilungs- 
weise monoton sein solle. Gleiches wird alsdann offenbar auch gelten von der 
Function F{(p) — Const., also z. B. von der Function 

(11.) f{q>)^Fiq>)-F{0), 

wobei sogleich bemerkt sein mag, dass diese neue Function f(rf) für 95 = 
verschwindet. In der That wird: 

(12.) A0)-0, und fia)=^F(a)-F{0), 

Zufolge der Voraussetzung (10.) kann z. B. das Intervall g) = . . . . «* 
in eine endliclie Anzahl von Strecken zerlegt werden, der Art, dass F((p% 
mithin auch f((f) längs jeder solchen Strecke monotmi ist. Die Anzahl dieser 
monotonen Strecken mag h heissen; so dass also diese Strecken selber ange- 
deutet werden können durch das Schema: 





1- 



*) Es heisst hier: < y, während in der vorhergehenden Formel (7.) steht: < y^ 



Die Fourier'flche Reihenent wicklang. 41 

WO sämmtliche t der gegebenen Function eigenthümliche feste Puncte sind. 
Zu diesen festen Puncten t fügen wir zwischen und r^ noch einen auxiliaren 
Punct a hinzu, der beweglich bleiben und auf unsere späteren Dispositionen 
harren mag. Alsdann ergiebt sich mittelst des Du Bois'schen Mittelwerth- 
satzes (Seite 33) für die Strecke (0, a) die Formel: 

a ^ a 

jn^) A«(9) dg> =. mj \(fp) dtp + f{cc)C\{q>) dq> , wo 0^ | ^ a. 

^ 

Die hier auf der rechten Seite stehenden Integrale'^) sind aber beide, zufolge 
(7.), ihrem absoluten Betrage nach < 2;t; und ausserdem ist nach (12): 
f(0) = 0, und f(a) = F{cc) — F{0). Somit ergiebt sich: 



a 



(13.) abs / f{(p) \ {(p) dtp < 271 . abs (F{u) — F(0)) . 







Ferner ergiebt sich mittelst des Du Bois'schen Satzes für die nächstfolgende 
Strecke («, ri) die Formel: 



ffM KM dtp ^ na)ß 



n 
a 



A.(cp)rf(p+./'(r,) I A.(qj)dqp, WO a < J < t, ; 



also mit Eücksicht auf (8.): 

oV.a l r, K K f \ j ^ 2 abs /"(a) , 2 abs /"(t,) ^ u ^ 

abe f /"((p) A„(qp) dtp < r^-^ H ^,1-/ wo a < g < t, ; 

a 

also , falls man den absolut gi*össten Wei'th von f{tf) im Intervall 9:^ = . . . . ^r 
mit M bezeichnet: 



^jfM A, 



4M 



Analoge Formeln ergeben sich nun für alle folgenden Strecken (ri, r^), (^2, 1^3), etc.; 
nämlich : 



*) Ziemlich lauge Zeit habe ich mich bemüht, diese beiden Integrale nicht nach der Formel (7.), 
sondern hlo% mittelst der Formel (8.) zu beurtheilen, habe aber schliesslich mich davon überzeugt, dass 
ein solches Verfahren zur Erreichung des hier vorliegenden Zieles nicht zu verhelfen vermag, weil 
die in den Integralen enthaltene GrOsse £» abgesehen von der Relation < £ < «* uns völlig unbe- 
kannt ist. Nachdem ich solches erkannt hatte, gelang es mir dann endlich dem Uebeletande abzu- 
helfen durch Hinzuziehung einer netten Formel, nämlich der Formel (7.). — Ich erwähne dies absicht- 
lich, weil sonst vielleicht der oberflächliche Beurtheiler in dieser Formel (7.), die ein besonders wichtiges 
und einfaches Instrument der vorliegenden Untersuchung repräsentiit , eine unnütze Weitläufigkeit er- 
blicken möchte. 

♦•) Denn es ist in der vorhergehenden Formel: a < { < ^i» naithin — : — ^^ < 



sin^l =^ sin^a 
Neumann, Entwicklungen. 6 
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«7 



^A 



(14*.) abs / /"J^qp, A.rqp; d^ < 



fix sin|a 



Nunmehr folgt aus den Formeln (13.) und (14i.), (142.), • • • (14*.) durch 
Addition : 



n 



(16.) ab8y/-(9) A,(9) dfp < ^^^^^ + 2» . ab8 (F(a) - F;ö)) . 



Diese Formel ent^spricht unseren Zwecken. In der That kann die rechte 
Seite derselben unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad c hinabgedrückt werden, 
— in der Weise, dass man zunächst das ztjceite Glied durch Verkleinerung*) 
von a unter i^, sodann aber das erste Glied durch Vergrösserung von n 
ebenfalls unter 1« hinabdrückt. Lässt man alsdann nachträglich das n noch 
weiter wachsen, so wird das erste Glied noch weiter sich verkleinem, und 
das zweite ungeändert bleiben. Somit folgt aus der vorstehenden Formel: 

(16.) li«n. = , //■(») A,(qp)dqp=-0 , 



oder, falls man für f{^) seine eigentliche Bedeutung (11.) substituirt: 

n 
(17.) lim, = ^J{F(q>) - -F(O)) \(q>) d<p^O, 



oder, was dasselbe ist: 

(18.) lim, ^ ^jF(<p) \(q>) dq> - -F.OJ • lim,^ ^ ( ^nM ^<P • 



Die gegebene Function F(q) kann möglicherweise im Puncte y == zwei 
Werthe haben: F{ — 0) und F{+ 0). In solchem Fall wird offenbar in der 
vorstehenden Formel unter jP(0) der Werth F{+ 0) zu verstehen sein. 

*) Nach unserer Voranssetzuog (10.) ist F((p) im Intervall 9 *= . . . . tc abtheüungsweise stetig. 
DemgemätB mues sich in diesem Intervall von ans eine kleine Strecke auftragen lassen, auf welcher 
F((p) geradezu stetig ist. Verkleinert man also das in den Schema Seite 40 angegebene a, oder mit 
anderen Worten, lässt man den variablen Punct a näher und näher an den Punct heranrucken, so 

muss durch eine solche Procedur die Grösse abs {F{a) — F(0)) unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 

hinabgedrückt werden können. 
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Beachtet man dies, und beachtet man ilberdies die frühere Formel (6.), so 
erhält man schliesslich: 

(19.) lira„^,, /V(qp) A^(cp) dip = iF(+0), 



oder, mit Rücksicht auf die in (9.) eingeführte Bezeichnung: 

(20.) lim„^^ F^-iF(+0). 

Und bei analoger Behandlung des Integrales Z7„ wird man offenbar finden: 

(21.) limn = « C'^-iA-O). 

Somit folgt aus (9.)- 

(22.) lim„ ^^S^^^{F{^0) + F{+ 0)) ; 

und wir gelangen also zu folgendem Resultat. 

Theorem. — Beehret man auf einem Kreise vorn Badius Ei n s die Bogen- 
länge (p V071 einem festen Anfangspiincte ans, nach der einen Seite hin von 
bis n, nach der anderen Seite von bis — ^, und denkt man sich längs 
dieser Kreislinie irgend eine Funcfioti F((p) ausgebreitet, welclie auf dem ganzen 
Kreise (d. i. für g? = -7- ^ . . . + jr) abtheil u n g sw eise stetig und ab- 
theilungsiveise monoton ist, so wird das Integral 

(A.) S„ - ij^^^) {^ + 2 -S'cos nqp} dy -J F(<p) A„(<p) dqp 

hei unendlich wachsendem n gegen eine bestimmte feste Grenze convergiren. Und 

zwar ist diese Grenze = ~--^ — ~^^j d. i. gleich dem arithmetischen Mittel 

derjenigen beiden WertJie, welche die Function F{<f^ im Puncte 9 = besitzt. 
Untersuchung des allgemeinen Integrals 5„ (2.). — Die beiden Integrale 
Ä. in (3.) und (2.), nämlich 

y 

das specielle "^n ^ I \(v) ' ^M ^V > 



(23.) 



— jt 

und das allgemeine S^^^ l A„ (g> — • qp^) • F(q?) d<p 

— n 



sind, schon äusserlich beti'achtet, nur wenig von einander verschieden. 

Um die Sache noch deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir für 
den Augenblick ims vorstellen, die Fimction F{tf) reprasentire die Dichtig- 
keit einer auf der Kreislinie ausgebreiteten Massenbelegung. Alsdann reprä- 
sentirt offenbar F(9?) d^p ein Massenelement dieser Belegimg (nämlich diejenige 
Masse, welche auf dem Bogenelement d(p vorhanden ist). Jene Integrale S„ 
(23.) repräsentiren also die Summe all' dieser Massenelemente, jedes noch 

6* 
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multiplicirt mit dem zugehörigen Werth von A^(9^), resp. von A^(9: — 9:1). 
Es unterscheiden sich also die beiden S^ nur dadurch von einander, dass in 
dem einen jedes Massenelement multiplicirt ist mit der Function A«, dieselbe 
bezogen gedacht auf den peripherischen Abstand 9) des Elementes vom An- 
fangspunct {q = 0) ; während im anderen jedes Massenelement mit demjenigen 
Werth der Function A« sich multiplicirt findet, den dieselbe besitzt für den 
peripherischen Abstand 9^ — qri des Elementes vam festen Puncte qri*). 

Mit anderen Worten: Jedes der beiden Integrale S„ (23.) ist abhängig 
von einem gewissen festen Puncte; und der einzige Unterschied zwischen ihnen 
besteht darin, dass dieser feste Punct bei dem einen S^ die Lage des Anfangs- 
punctes 9? = 0, bei dem anderen hingegen die Lage <fi besitzt. Blicken wir also 
zurück auf den für das erste S^ erhaltenen Satz (A.), so erkennen wir sofort, 
dass für das letztere 8^ folgender analoge Satz gelten muss: 

Theorem. Rechnet inan die Bogenlänge auf einer Kreisperipherie vom 
Radius Eins zwischen den Grenzen — :r und + rr, denkt man sich ferner 
längs dieser Peripherie eine Function F{(f) ausgebreitet, welche daselbst ab- 
theilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton ist, und markirt 
man endlich auf der Peripherie irgend einen festen Punct 9^1, so wird das 
Integral 

(ß.) S^ - LJ ^^"^^ {^ + 2 ^C08 n(9 - qp,)| dcp ''JFiq,) \(q> - q>,) dtp 



— n — TT 



bei unendlich loaclisendem n gegen eine bestimmte feste Grenze convergiren. Und 
zwar wird diese Grenze durch das arithmetische Mittel derjenigen Werthe dar- 
gestellt sein, welche die gegebene Function F{cf) in jenem festen Puncte 91 
besitzt Es wird also z. B. 

hin-_^ 5 = — i-2-^ —^ -^-- — sein, faUs — «<qpj<«, 



2 



und lim^_^ S^ =■ — ^ ^ ' — - «etn, fcuU tp^mm n oder =« — « t«i. 

Ist übrigens F{if) auf der Kreisperipherie überall stetig, so reduciren 
sich die beiden letzten Formeln auf die eine Formel 



*) Denkt man sich anf der gegebeneu Ereisperipherie (vom Radius Eins) irgend zwei Puncte 
a und ^ markirt, so kann man unter dem peripherischen Abstand dieser beiden Puncte nach Belieben 
entweder ihren Jciireesten peripherischen Abstand Sl, oder auch den auf der andern Seite liegenden 
peripherischen Abstand : (2 sr — Sl), oder noch allgemeiner jede Grösse von der Form {2N7t ± Sl) verstehen, 
wo N eine willkürliche ganze Zahl vorstellt. In der That kann bei unseren obigen Betrachtungen das 
Wort: peripherischer Abstand in diesem allgemeinsten Sinne genommen werden. Denn die Function 

A^ (Ä) — — Fl + 2 cos Ä + 2 cos 2 Ä + 2 cos n Äj , vergl. (4.) , 

bleibt ungeändert, falls man in ihr Sl mit (2Nn ± Sl) vertauscht. 
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lim» = « 'S^n='-^(9?i)» für— « ^ g>, ^ ar; 

was übereinstimmt mit der zu prüfenden Formel (1.), Seite 39, d. i. mit 
derjenigen Formel, durch welche die Entwicklung von JP(^i) nach Kreis- 
functionen dargestellt wird. 

§ 5. 

Fortsetzung. 

Nachträglich können wir das Theorem (B.) bedeutend vereinfachen durch 
Ablösung von der Kreisperipherie, und demselben folgende Gestalt geben. 

Einfachere Form des vorhergehenden Theorems. — Ist die Function F{tp) 
im Intervall 9? = — ^r . . . . + ;r abtheilungsweise stetig und ahtheilungs- 
weise monoton^ und versteht man unter q>i eine gegebene Constante, so wird 
der Ausdruck 

(C.) Um, ^ ./ F(q>) \(<p -<pt)d<p 



— n 



F{n — 0) + Fi— « + 0) 



oder 



Fj'Pt - 0) + .^(^1 + 0) .^^ _F{n -0) + F(-n + 0) 

sein, je nachdem 

gjj = — Ä , oder — ^ <C.Vi<^^ 1 öder endlich qp| = « 

ist. Man sieht also, dass der Ausdruck in jedem der beiden Endpuncte des 
Intervalls — :r . . . . + ^ dargestellt ist durch das arithmetische Mittel derjenigen 
Werthe, welche die gegebene Function F{q)) in diesen beiden Endpuncten be- 
sitzt — Dabei repräsentirt ^„{(p — 9^1) die [in (4.), (5.) Seite 39 angegebene] 
Function: 



K (9 "" 9>i) — :^ [1 + 2^" cos n((p — (p,)J 



2n • sin 4 (9 — <Pi) ' 

also eine Function, die periodisch ist sowohl in Bezug auf €p, wie auch in 
Bezug auf cp^. Und zwar ist in beiden Beziehungen die Periodenlänge = 2:r. 
Um diesen Satz weiter zu verallgemeinem, denken wir uns die (abge- 
sehen von den Bedingungen der abtheilungsweisen Stetigkeit und abtheilungs- 
weisen Monotonie) im Intervall — ^ . . . . + ^ willkürlich gegebene Function 
jP(9?) nach beiden Seiten periodisch fortgesetzt, der Art, dass in jedem der 
unendlich vielen Intervalle: 



(1) 



h 



G 



.i_. 



*dn 



H 



— « 



n 



Hn 



sich immer dieselben Werthe von Neuem wiederholen. Markirt man also 
z. B. zu beiden Seiten des Punctes ( — sr) zwei Nachbarpuncte .9, ä, femer 
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ZU beiden Seiten des Punctes {+ ^) zwei Nachbarpuncte G, -ET, und zwar 
in solcher Weise, dass die Abstände der beiden ersteren von ( — n) und die 
Abstände der beiden letzteren von (+ ^) alle ein und denselben unendlich 
kleinen Werth haben, so wird die Function F in g denselben Werth wie in 
G, ebenso in h denselben Werth wie in H besitzen; was angedeutet sein 
mag durch die Formeln: F^ = F^ und F,, = F^. 

Zufolge des vorhergehenden Satzes ist nun der Werth des Ausdrackes 
(C.) in jedem der beiden Puncte ( — ^r) und (+ ^) gleich i{Fo + J'W also, 
zufolge der soeben gemachten Bemerkungen, auch darstellbar durch i[{F^ + F^), 
oder durch i^Fo + F^\ was in vollem Einklang steht mit demjenigen Werthe 

^{F{^i — 0) + -F(9i + 0)) , den jener Ausdruck (C.) besitzt für jedweden 
ztvischen ( — rr) und (+ n) gelegenen Punct qr,- Wir sehen somit, dass bei 
der gegenwärtigen Sachlage (wo die Function F nach beiden Seiten periodisch 
fortgesetzt gedacht wird), der vorhergehende Satz sich reducirt auf die eine 
Formel : 

-(2.) lim_^jF(g,)A,Ccp-<pOd<p=.^i^-i^^^-t^^^ für ^ n < <p, < + n . 



Diese Formel , welche also gilt für alle Punkte des Intervalles — ^r -\- :r 

(einerlei ob sie innere oder End-Puncte desselben sind), können wir noch ein 
klein wenig anders schreiben. 

Da nämlich die gegenwärtige Function F(<p) periodisch, und die Länge 
ihrer Periode = 2 ^ ist , mithin Gleiches auch von dem Product F{(f) A„ (qp — y i) 
gut*), so wird offenbar das in (2.) stehende Integral ein und denselben Werth 
haben, einerlei ob man dasselbe von — sr bis + :r, oder ob man es von 
irgend welcher iviUhürliclien Grösse a aus bis (« + 2;r) erstreckt. Somit 
kann also jene Formel (2.) auch so geschrieben werden: 






(3.) lim, ^^lFMA,(^-^^Odg>^ ^-^^-'- ^1 ^--^1^-^+ 5) , für - n < ^, < + n , 



Endlich bemerkt man , dass diese Formel nicht nm* gilt für die der Be- 
dingung — ^<ffi<-\'^ entsprechenden Puncte (pu sondern auch für jeden 
beliebigen anderen Punct 9:^2 • Wo nämlich (p^ auch liegen mag, stets wird 
sich ein der Bedingung — ^ < <3ri "^ + ^ entsprechendes (fi angeben lassen, 
welches von (p^ nur durch ein ganzes Vielfaches von 2^ sich unterscheidet. 
Und die Formel (3.) muss daher, weil sie für dieses g?i gilt, auch gelten für 
jenes (p^; denn die Functionen ^„{(p — 9)1) und F{(pi) sind in Bezug auf yi 

*) Vergl. die Formel (D.) 
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periodisch, bleiben also bei der Vertauschung von qri mit 9:^2 umgeändert. 
Somit ergiebt sich folgendes 

Theorem. — Bezeichnet F(g:) eine periodische Function von der Periode 
27t, und nimmt nuin an^ dnss diese Function ahtheilungsweise stetig und 
abtheil ungsweise monoton sei^ so wird die Formel: 



a 



ganz allgemein gelten, welche Werthe man den Constanten a und 9^1 au<:h 
zuertheüen mag. — Dabei hat \((p — 9^1) die in (D.) genannte Bedeutung, 

Markiren wir also z. B. zu beiden Seiten des Punctes a zwei Nachbar- 
puncte g, ä, ebenso zu beiden Seiten des Punctes (a -j- 2^) zwei Nachbar- 
puncte G, H; so werden die Werthe des Ausdruckes (E.) in den beiden 



(4.) f 



h G 



H 



Pimcten a und {a + 2 n) respective durch i {Fg + Fj) imd i {Fq + jP^) dar- 
gestellt sein, und werden daher, weil Fg = Fq und Fj, = F^ ist, identisch 
sein mit ^(-F^; + ^a)*)- Beschränken wir uns also auf diejenigen Puncte yi, 
welche dem Intervall a . . . . {a -\- 2:t) angehören , so können wir den vorher- 
gehenden Satz auch so aussprechen: 

Theorem. — Bezeichnet a eine beliebig gegebene Constante, und F{(p) irgend 
eine Functioti, die im Intervall a . . . . (a + 2üt) abtheilungsweise stetig 
und abtheilungsweise monoton ist"^), so ivird der Ausdruck 

a + 2/K 

(F.) lim, ^ , / FW) A,(qp - 9>,) <l9 

a 

F{a + ^n^O) + F{a + 0) _ F{ip, - 0) + F{^ +0) . , _ F(« + 2«- 0) + J^(q + 0) 

sein, je nachdem 

qpi is a , oder a < 91 < (a + 2 x) , oder endlich qp| «» (a + 2 w) 

ist. Man sieht also, dass der Ausdruck in jedem der beiden Endpuncte des 
betrachteten Intervalls a 0< + 2.t) gleich den arithmetischen Mittel der- 

*) Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dass die Abstände der beiden Puncte g^ h 
von a, und die Abstände der beiden Puncte (r, H von (a + 2n) alle ein und denselben unendlich 
kleinen Werth besitzen sollen. 

**) Die in dem vorhergehenden Satz vorausgesetzte Periodicität der Function F{(p) kommt offenbar 
hier, wo wir uns auf das Tntervall a . . . , {a -\' 2n) beschränken, nicht weiter in Betracht. 
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jenigen Werthe ist, welche die gegebene Function F{<p) in diesen beiden End- 
puncten besitzt. — Dabei hüt A«(9) — qpi) die in (D.) angegebene Bedeutung. 

Man kann dieses Theorem (F.) in etwas anderer Form darstellen. Die 
linke Seite der Formel (F.) lässt sich nämlich, falls man für A«(9 — 91) 
seinen Werth (D.) Seite 45 substituirt, auch so schreiben: 

lim^ _ ^ — I F{fp) 1 1 + 2 ^ (cos tKjp • cos nqpi + sin ntp • sin ntpi) \ dqt , 



also, falls man die hier in den einzelnen Gliedern auftretenden Integrale mit 
Aj B bezeichnet: 

^n^'ii^ I ^(f) COS ntp' d<p. ^« =■ -^z: / ^\v) sin ntp - dtp , 



auch so schreiben: 

oder auch so: 

00 

Aq + 2^ (A^ cos ntpi + B^ sin n qp,) . 
1 

Wir gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Bezeichnet a eine beliebig gegebene Constante , und F{(p) irgend 
eine Function, die im Intervall a . . . . (a + 2:r) abtheilungsweise stetig 
und abtheilungsweise monoton ist y so wird die mit den constanten Coefficienten 

(G.) A^ =. -j^J^iv) «>8 ntpdtp, B, « THj^^^^ sin nqp • dtp 



a 



behaßete unendliche Beihe 

(H.) Ao + ^ ^ (-4« cos nqp, + JJ, sin nqpj) 



H = ao 



n = l 



^ Fia + 2n ~0) + F{a + 0) ^ ^^^^ ^ F(q>,-^ + F(^, + 0)^ ^^^^ _F( a + 2^ -0) +F(a + 0) 

M M A 

se/w^ je nachdem 

cpi = a , oder « < <Pi < (« + 2») , oder gjj = (a + 2«) 

is^. £S5 hat also die Beihe in den beiden Endpuncten des Intervalls ein 
und denselben Werth; und zwar ist sie daselbst gleich dem arithnetischen 
Mittel derjenigen Werthe y tvelche die gegebene Function F((p) in den beiden End- 
puncten besitzt, 

Ist die Function F{tf) in dem betrachteten Intervall nicht nur abtheilungs- 
weise stetig y sondern geradezu stetig y so nimmt die Formel (H.) di^ Gestalt an: 
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n ^ « 



(J.) 



-^(Vi) = -^0 + ^^ (-^n COS nepi + "ß« Bin wqoi) , falls a < qpj < (a + 2«) . 



n=:l 



i^fal^ seeÄ^ a750, rfass eine im Intervall a . . . . (a + 2;r) stetige und ahtJiei- 
liingsweis* monotone Function F{(p^ für alle der Bedingung a <C. q^i <. (« + 2flr) 
entsprechende Argumente yi darstellbar ist durch eine nach den Cosinus und 
Sinus der 'Vielfachen des Argumentes fortschreitemle Reihe. 

Beschränkt man sich auf ein Intervall, welches nicht = 2n, sondern 
< 2jr, so kann eine solche Entwicklung bei ein und derselben Function in 
sehr verschiedener Art, jedesmal mit andern Coefficienten bewerkstelligt werden. 

Um dies näher darzulegen bringen wir die Formel (H.) auf eine Function 
F{(p) in Anwendung, welche auf irgend einer Strecke yd des gegebenen Inter- 
vall a . . . . (rt + 2;r) identisch mit y/\ sonst aber überall Nxdl sein soll. 



(1.) 



a 



9i 



a + 2« 



Alsdann ergiebt sich oflfenbar aus (J.): 



n = » 



(2.) 



9r 



Afi + 2 ^ (A^ cos nqp, + B^ sin nqpi) , falls y < <Pi < ^ ; 



n=l 



und gleichzeitig ergeben sich alsdann aus (G.) für A, B die Werthe: 

d 6 

(3.) Ä^ = — / 9« COS ntp ' d(p, JB^ = y-J q>» sin ntp-dtp, 

Y Y 

also Werthe, die wesentlich abhängen von der Lage der beiden Puncte y 

und 6. Erweitem wir nun das Intervall yö nach beiden Seiten hin, und 

bezeichnen wir dies erweiterte Intervall mit /&', so erhalten wir an Stelle 

von (2.) eine neue für das y <i (pi <. rf', um so inehr also auch für y <i q>i <i 6 

gültige Entwicklung, deren Coefficienten von den in (3.) angegebenen sich 

dadurch unterscheiden, dass die Integrationsgrenzen nicht durch y, rf, sondern 

durch y\ d' dargestellt sind. Wir sehen somit, dass wir für ein und dieselbe 

Function (z. B. die Function 9)') und fdr ein und dasselbe Intervall y . . . 6 

unendlich viele von einander verschiedene Entwicklungen erhalten können, 

falls nur die Länge dieses Intervalles <; 2^- ist. 

Beiläufige Bemerkung« — Es sei a < y < (a + 2 n), und es werde das Theorem 
(H.) angewendet auf eine Function F(q))y welche längs a . . . y gleich EinSy und längs 
y , . , . {a -^2^) gleich Null ist. Alsdann ergiebt sich: 



n = 00 



0) 



-4o + 2^ (^^ cosng7i + J?^ sin wqpi) = 1 , oder =i» oder =0, 

n = l 

je uachdem a < <Pi<Zy, oder y, = y, oder y < qPi < (a + 2w). 



Für den mittleren Fall, d. i. für 9, — y erhält man also die Formel: 

Meumann, Entwicklungen. 
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n = oo 



(2.) A^ + 2^ (A^ cos ny + 5, ain ny) — ^ , wobei a < y < (a + 2«) 



nKl 



Gleichzeitig ergeben sich für die Coefficienten A, B ans (G.) die Werthe: 

,^^ . 1 I , ßinny — sin na „ 1 / • j / ^. cosny — oosno 

a a 

also z, B. Aq — — ^- • Durch Substitution dieser Werthe (3.) in (2.) folgt: 



2» 

W = 00 



(4.) (y-a) + 2^-°— ^ ^-«. wo a<y<(a + 2«). 



« = 1 



also, falls man (y — a — «) = oi setzt: 

(6.) „«(-s'V^ii^^i^+iÖ, wojetzt -«<«<«, 

n = l 

oder, was dasselbe ist: 

,^. m 8inc9 Biii2(iii , sinSo» 8in4oi , ^ ^ 

(6.) Y--J 2- + -3 4"- + ' ""^ -«<«<^; 

und dies ist eine bekannte Formel. 

Für den Specialfall a = — ^ nimmt das vorhergehende allgemeine 
Theorem (H.) folgende Gestalt an: 

Theorem« — Ist eine Function F{(p) im Intervall — n st abthei- 

lungsweise stetig wnd abtheilungsweise monoton^ so tvird die mit den 
Constanten Coefficienten 



(KO A ^ 



—J F(fp) cosnqp dtp, JJ^ — — / F{q>) einny • dq) 



2»^ 



n^=ico 



behaftete miendliche Reihe 

(L.) ^ + 2^ (-4^ cosnqp, + Besinn qp,) 

» = i 

^F( n^O) + F{^n + 0) ^ J^(y, - 0)+F(y, + 0) ^.^ ^F(n •^0) + F(-n + 0) 

sciw^ je nachdem 

qp, = — Ä , oder — ar < qp| < « , oder qpi =» « ist. 

Dies ist die eigentliche Dirichlefsche Form des Theorems. Es erscheint 
angemessen, dieses Theorem noch auf einige speciellere Fälle anzuwenden. — 
Ist zunächst F{(p) eine gerade Function , so gehen die Formeln (K.) über in : 



Und gleichzeitig bemerkt man, dass die Keihe (L.) bei Zugnmdelegung einer 
solchen geraden Function F((p), (um nur einige Fälle aufzuführen), 
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= F{+0)*), oder ^ j^iJ^ O) + F(y. + 0) ^ ^^^^ «2r(„_0)«), 

wird, je nachdem 

qPi =» , oder < 9i < « , oder g?, =- « ist. 

Beschränkt man sich nun schliesslich auf die eine Hälfte der Function F{<p)y 
nämlich auf den dem Intervall qp = . . . ;r entsprechenden Theil derselben, 
so gelangt man zu folgenden 

Theorem. — Ist eine gegebene Function F{tp) im Intervall cp = . . . a 
abtheilungsweise stetig und abtheiltingstveise monoton, so tvird die mit 
den Constanten Coefficienten 

n 

(M.) ^^ = _ I F(tp) tosntp • dq) 



behaftete unendliche Reihe: 

(N.) A^ + 2^ A^ cosnqp, 

n = l 

==-F(+0), oder ^ li^t -O) + F(q>, + 0) ^ ^^^ - F(« - 0) 

sein, je nachdem 

9i =■ , oder < qp| < « I oder qpi »> sr 

ist. - Die Reihe ist also in den beiden Endpuncten des hier betrachteten In- 
tervalls TC durch diejenigen Werthe dargestellt , mit welchem die Function 

F{(p) in jeneri Endpuncten eintreffen wird, sobald man, von der Mitte des 
Intervalls aus, dem einen resp. dem anderen Endpuncte sich nähert 

Bringt man andererseits den Satz (L.) in Anwendung auf eine ungerade 
Function F{(f), so gehen die Formeln (K.) ilber in: 



ui_ = 0, ^« = -^ I F(qp)8innqp-d9. 



-i-.ß 



n 

Ö 



Und gleichzeitig sieht man, dass die Reihe (L.), bei Zugrundelegung einer 
solchen ungeraden Function F{fp), 

-0, oder , ?i9l^ 0) +^ FCP' + <» . oder -0 

wird, je nachdem 

9i = , oder < 9| < w , oder qpt a. » ist. 

Wir gelangen somit , indem wir uns wieder auf die dem Intervall 9 = . . . ^ 
entsprechende Hälfte der Function beschränken, zu folgendem 



F( 0) -h FiA- 0) , 

•) Denn der aus (L.) für 71 » zunftchst sich ergebende Werth — ^^ —^ — — — reducirt sich 

offenbar im gegenwärtigen Fall, wo JP(qp) eine gerade Function ist, auf F{+ 0). 

*•) Denn der aus (L.) für (pi » » zunächBt eich ergebende Werth — ^ ' ^^^— ^ 

reducirt sich, weil F{(p) gerade ist, auf F{n — 0). 

7* 
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Theorem« — Ist eine gegebene Function F{(f) im Intervall 9) = .... ^r 
ahtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton, so wird die 
mit den constanten Coefficienten 

n 
(0.) JB„ =- — / F((p) sinncp • dqp 





n = 00 



(P.) hehaftete unendliche Reihe 2^B^sinn«p, 

5eiw, y^ nachdem 

(p^^mO , oder < 91 < « i o«'^»* qji^^n 

ist. Die Reihe hat also in jedem der beiden Endpuncte des hier betrachteten 
Intervalls :t den Werth Null 

§ 6. 
Anhang. 

Ist q^i eine gegebene Constante, und F{(f) eine Function, die im Intervall 
^ = (^j — .t) . . . . {(pi + ^) abtheilungsweise monoton und ahtheihmgsweise 
stetig ist, so kann man auf diese Function und auf dieses Intervall das 
Theorem (F.) Seite 47 anwenden und erhält alsdann: 

(1.) lta, = ,}V(.p)A,(.p- ,.) «£,-^(51. -0)_+_n<PL+01. 

Vi — Ä 

Um die Function F{(f), unbeschadet der ihr auferlegten Bedingungen, zu 
specialisiren , bezeichnen wir irgend einen zwischen tp^ und (<)ri + n) gelegenen 



Punct mit /3, und nehmen an, die Function F{(f) sei im Intervall (f^ . . . . ß 
monoton abnehmend und abtlieilungsweise stetig, sonst aber überall gleich 
Null. Alsdann geht die Formel (1.) über in: 

(3.) li'»n = ao 2 / F{q>) A^(9> - qp,) d^ = -^Xv, + 0) . 

Vi 

Und diese Formel wird also gelten für irgend zwei der Bedingung SPi</J<(9?i+flr) 
entsprechende Constanten 91, /3, und für jedwede Function F{tp)^ die im In- 
tervall tpi . . . . ß monoton abnehmend und abtheilungsweise stetig ist. Ent- 
spricht aber 2^(y) diesen Anforderungen, so werden oflTenbar die Producte 

m-iM^Fm ''\^,^J-J:'' und 9«f)-M rt^-j^\ 

in denen M den absolut grössten Werth von F{(p) vorstellen soU, denselben 
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ebenfalls entsprechen*). Wendet man aber jene Formel (3.) auf diese Pro- 
ducte /*(9) und g{(p) an, und subtrahirt die so entstehenden beiden Gleichungen, 
so ergiebt sich: 

(4.) lim^^^ 2J F{q>) -Jf^^^ K(V ~ g),) d<p = F{g>, + 0) • TT, 

WO W den Werth des Factors «^"^(y-yi) far 9 = cpi + vorstellt, mithin 

= 1 ist. Beachtet man dies, und substituirt man zugleich für A„(9? — 9)1) 
seine eigentliche Bedeutimg (D.) Seite 45, so erhält man: 

Vi 

und gelangt daher, falls man w + i = 3 setzt, zu folgendem Resultat. 

Ist 9^1 < /3 < (qpi + n'), so wird für jede Function F{tp\ die im Inter- 
vall (fi. . . ß monoton almimmt , und dbtheilungsweise stetig ist , die Formel gelten : 

(7.) lim, ^^-l FM ^H^I^^LIT <Pi) a^ ^ F{^, + 0) . 

Man braucht diese Formel aber nur mit ( — 1) zu multiplicii'en , um zu er- 
kennen, dass sie nicht nur für F{^)y sondern auch für die Function ( — 1) 2^(9) 
gültig ist, oder, mit anderen Worten, ima zu erkennen, dass sie nicht nur 
gültig ist für eine monoton abnehmende , sondern auch für eine monoton wachsende 
Function. Somit können wir also folgenden (für unsere späteren Unter- 
suchungen wichtigen) Satz notiren: 

Satz. — Bezeichnet F{(f) eine Function, die im Intervall q) = tpi . . . . ß 
monoton und ahtheilungsweise stetig ist, so gilt die Formel: 

(8.) lim l lF(q>) "°^^^ ~ ^'^ dq> =- F[q>, + 0) , für 9t < ß <{q>t + n) . 

Vi 

In ganz analoger Weise wird man offenbar zu folgendem Parallelsatz gelangen : 
Satz. — Bezeichnet F{q) eine Function, die im Intervall <p = a . . . . (pi 
monoton und abtheilungstveise stetig ist, so wird: 

(9.) ^g=:^ |-/^^^) '"'f!. y7 ~ "^"^ ^ ^^"^^ ^ ^^' ^^"^ (<Pl-«)<«<9|. 

sin uß 
*) Nach Seite 86 (3.) ist nämlich die Function numoton abnehmend und positiv für das In- 

tervall a: =- . . . ^ . Folglich gilt Gleiches von »iEÜSL::^ für das IntervaU <p — Vi . . . (91 + «). 

und um so mehr für das Intervall tp» <pi, , ..ß. Demgemäss sind also die Functionen [M + F((py] und 

g Pi(y — <Pt) jjjjj Intervall tp =» a>i . . . . fi monoton abnehmend^ und positiv. Hieraus aber folgt, dass ihr 

4(9 — <Pi) 
Product f{(p) in jenem Intervall ebenfalls monoton abnimmt. Vgl. den Satz in der Note Seite 66. 
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Drittes Oapitel. 

Die Fourier'sche nnd Hamüton'sche Integraldarstellnng. 

Ob eine Function wie z. B. e*, welche fOr x = <x> unendlich gross wird, 
im Intervall a; = . . . . cx> stetig zu nennen sei, darüber dürften die An- 
sichten getheilt sein. Um derartige Unsicherheiten zu beseitigen , werde ich 
zunächst eine (wie mir scheint) sehr einfache und zweckmässige Definition 
voranschicken. Sodann werde ich übergehen zu dem eigentlichen Gegenstande 
dieses Capitels, und zwar nicht nur zu den Fourier'schen^ sondern auch zu 
den allgemeinem Hamilton^schen Integralen. 

§ 1- 

Definition für ein unendliches IntervaU. 

Von einer Function fix) soll gesagt werden, dass sie für das unendliche 
Intervall y . . . . oo (wo y ^^^^ gegebene endliche Constante vorstellt) eine he- 
stimmte Eigensclmfl A besitze, sobald ihr diese Eigenschaft A anhaftet für jed- 
weden endlichen Theil jenes Intervalls. Und dieselbe Ausdrucksiveise soll 
selbstverständlich auch dann angewendet tverden, wenn das gegebene unefidiicke 
Intervall nicht die Fon^m y , . . . + <x>^ sondern etwa die Form — oo . . . . y, oder 
auch die Form — c» . . . . + ^^ besitzt. 

Demgemäss wird z. B. die Function e* für das Intervall y . . . . oo nicht 
nur monoton y sondern auch stetig zu nennen sein; trotzdem, dass sie für 
ÄJ = cx> ins Unendliche ansteigt*). 

Soll ferner eine Ftmction f{x) im Intervall y . . , . oo abtheilungsweise 
nwnoton sein, so muss sie, wie aus der gegebenen Definition folgt, diese 
Eigenschaft besitzen für jedweden endlichen Theil jenes Intervalls. Dem- 
gemäss wird also z. B. die Function sina; für das Intervall y . . . . oo abthei- 
lungsweise monoton zu nennen sein; trotzdem, daes die Anzahl ihrer monotonen 
Strecken für dieses Intervall nicht mehr eine endliche ist. 

Und in analoger Weise folgt aus unserer Definition, dass eine Function 
im Intervall y . . . . cx> abtheilungsweise stetig sein kann, ohne dass deswegen 



*) Wird also von einer Function f{x) gesagt, sie sei im IntervaU y . . . . oo stetig^ so bedarf es 
noch eines besonderen Zusatzes, um zu wissen, ob sie endlich bleibt für x=*oo. 
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die Anzahl ihrer stetigen Strecken für dieses Intervall eine endliche zu sein 
brauchte. In der That wird z. B. jene schon früher erwähnte Function f{x)y 
welche in denjenigen Punkten, in denen sino? positiv, oder Null ist, = a:^, 
andererseits in denjenigen Puncten, in denen sino? negativ ist, = a? sein 
sollte, im Intervall y . . . . (x> aUheüungsiveise stetig zu nennen sein; trotzdem, 
dass die Anzahl ihrer stetigen Strecken für dieses Intervall nicht mehr eine 
endliche ist*). 

Analoges würde zu bemerken sein bei abtheüungsweise constanten Functionen, 
femer bei abtheüungsweise periodischen Functionen, u. s. f, 

§ 2. 
Einige Beispiele mid Bemerkungen zum Du Bois-Beymond'BOhen Sata. 

Beispiel. — Ist die Function F{x) im Intervall y . . . . rf monoton und 

abtheüungsweise stetig, und bezeichnet q eine gegebene Constante, so ist nach 

dem Du Bois'schen Satz (Seite 33): 

d I 6 

(1.) I F{x) sinqx • dx =» F{y) j iinqx • dx + F{9) j Binqx • dx^ wo y < { < ^ ; 

oder, was dasselbe: 

(2.) Cf^x) Bingo: • dx = F(y) g OBgy-^cos gj ^ ^^^^ co^q^^-^qS 



/ F{x) Sil 



Hieraus folgt, falls man den absolut grössten Werth von F{x) im Intervall 
y . . . . rf mit M bezeichnet: 

r 

In analoger Weise wird man offenbar, falls Xi eine beliebig gegebene Con^ 

stante vorstellt, zu folgender etwas allgemeinem Formel gelangen: 

d 

am abB/V(.)Bm5(.-x.)d. < abBlf 

y 

Diese Formeln (Ha., ß,) werden also gelten, falls nur die Function F{x) im 
Intervall y . . . . & monoton und abtheilungsweise stetig ist, vorausgesetzt, 
dass man unter M ihren absolut grössten Werth in jenem Intervall versteht. 

'*) Wird also vou einer Fanction f{x) gesagt, sie sei im Intervall y . • . . oo ohtheüwngsweise 
stetig oder aübtheilungmoeise monoton, bo bedarf es noch eines besonderen Zusatzes, um zu erfahren, 
ob die Anzahl ihrer stetigen resp. ihrer monotonen Strecken für jenes Interyall eine endliche sei. 

**) Das Zeichen abs ist reahter Hand zuzufügen, weil (wenn auch M seiner Definition nach 
positiv ist), doch die Constante q keiner Beschränkung unterworfen wurde, also bald positiv bald 
negativ sein kann. 
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Hieraus folgt beiläufig, dass jene in (Ha., ß.) angegebenen Integrale bei un- 
endlich wachsendem q gegen Null convergiren. 

Bemerkung. — Die Constanten Xi, y, d mögen der Bedingung entsprechen : 
Xi <i y <i 6y und die Variable x mag in ihrer Bewegung auf das Intervall 
y .... 6 beschränkt sein; also: 
(3.) «1 < y ^ « < * . 

Nimmt man nun an, dass die Function F{x) im Intervall y .... 6 monoton 
abnehme und abtheilungsweise stetig sei, so gilt Gleiches offenbar auch von den 
Functionen : 

X -* Xf X — Xi 

vorausgesetzt , dass man unter M wiederum den absolut grössten Werth von 
F(x) im Intervalle y . . . . ö versteht. Bringt man aber die Formel (U/S.) 
auf diese neuen Functionen (4.) in Anwendung, und beachtet man dabei, 
dass deren absolut grösste Werthe im Intervall y . . . . d dargestellt sind durch 

(6.) und — ^ — ^ — ^ , [Tgl. (3.)] , 

wo fl* ein positiver ächter Bruch ist, so erhält man sofort: 

^hsf-^,inqix^x,)'dx < abB ^^ , 

Y 
d 

(7.) abBj -^--^- ^inq(x - x,) • dx < abs ;^-_ - "^ • 

Y 

Hieraus aber ergiebt sich weiter, weil abs (U — V) < abs U + abs V ist, 

die Formel: 

d 

(8.) abfl I — ^— ^ Biuq(x — a?,) ■ dx < abs 



(6.) 



2(y — a?,) 

Y 

Setzt man ( — 1) F{x) = <i>(x)y so kann man diese Formel (8.) auch so schreiben: 

d 

(9.) abs / — ^— ^ Binqix — x*) • dx < abs — 

y 

*) Von der Function — ^—^ würde solches im Allgemeinen nicht gelten , sondern nur dann, wenn 

X """ Xf 

man zu den schon gemachten Voraussetzungen noch die hinzufügen wollte, dass F{x) im In- 
tervall y . . . . ^ überall positiv sei. Denn es gilt, wie leicht zu übersehen, folgender Satz: Sind Zfcei 
Fimctionen fix) und g>{x) in dem Intervall y .... d monoton abnehmend, und sind ausserdem diese 
Functionen daselbst überall positiv, so wird das Product f(x) <p(x) in jenem Intervall ebenfalls 
monoton abnehmen. Für die Gültigkeit dieses Satzes ist aber die' Bedingung, dass die beiden 
Functionen positiv seien, durchaus nothwendig. Denn es sind z. B. die Functionen (— x^) und 
(— x^) monoton abnehmend für das ganze Intervall a: = — cx> h oo; und trotzdem ist ihr Pro- 
duct a?*® nur auf der Strecke — oo • • * • im Abnehmen, hingegen längs der Strecke • • • • + oo 
im Zunehmen begriffen. 
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Die ursprüngliche Function F{x) war eine von y bis 6 monoton ab- 
nehmende; folglich ist die neue Function ^{x) eine von y bis d monoton 
wachsende; während andererseits M nach Belieben als der absolut grösste 
Werth von F{x), oder als derjenige von <t>(x) bezeichnet werden kann. Wir 
sehen somit aus (8.) und (9.), dass ein und dieselbe Formel stattfindet, einerlei 
ob die betrachtete Function monoton wächst oder monoton ahiimmt. Und wir 
können daher, weil wir Functionen, die eine dieser beiden Eigenschaften 
haben, kurzweg monoton genannt haben, folgenden Satz aussprechen: Sind 
^1? 79 ^j 9. gegebene Constanten ^ und bezeichnet F{x) eine Fun<^tion, die im 
Intervall y rf monoton und abtheilungstveise stetig ist, so gilt die 

Formel: 

e 

(Ily.) BhBjF(x)^^j^f^dx ^ abs^^^^^, falls x, < y < d ist , 

Y 

und falls M den absolut grössten Weiih von F{x) im Intervall y . . . . rf be- 
zeichnet. Beiläufig sehen wir, dass das vorstehende Integral bei wachsendem 
q gegen convergirt. Also : Ist irgend eins Function F(x) im Intervall / 6 

monoton und abtheilungstveise stetig, so wird 

d 

(II S,) lim = 00 l^\^) ""^^^""-^'^ d« = sein, falls äTi < y < ^ ist 

• * j/ X ~~ x^ 

Y 

Zweite Bemerkung. — Die Function F{x) sei in dem unendlich grossen 
Intervall y . . . . oo monoton, überall endlich'^)^ und abtheüungsweise stetig; 
femer sei ihr absolut grösster Werth in diesem Intervall bezeichnet mit M\ 
Alsdann findet nach (11;'.) für jedwedes 6 die Formel statt: 

6 

abs [Fix-) «^"g(^"-^«) dx < abfl /"^^ • , falls nur a?, < y < d ist. 
,/ X — Xx — = 2(y X\) 

Y 

Diese Formel wird also fortbestehen, wenn man das d weiter und weiter, 
ins Unendliche wachsen lässt. Somit folgt: 

00 

' ab8rFc.r)?^"«^^^:i^da; < abs-^^, falls r..<y. 

Y 

Und hieraus ergiebt sich sofort, dass das links stehende Integral gegen 
convergirt, sobald man entweder q oder y ins Unendliche wachsen lässt. 
Wir gelangen also zu folgendem Satz: Ist die Function F{x) in dem unend- 
lich grossen Intervall y , . . . oo monoton, überall endlich, und abtheilungs- 
weise stetig^, so wird erstens 



*) Vgl. die Note Seite 54. 

Neumann, Entwicklongen. 8 
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ao 

(II«.) lim_ ^ / Fix) ^"g(^-^i) da; - sein, falls a;, < y i«t ; 

y 

und zweitens 



00 



(II J.) limy ^ . / 2?'(a;) »^g^^ ^<) ^la; «<«<« - ««Vi. 

y 

Dritte Bemerkung. — An die letzte Formel (11 J;.) schliesst sich un- 
mittelbar folgender Satz : Ist eine Function F{x) im Intervall a . . . . oo überall 
endlich und abtheilungsweise stetig, und ist aursserdem dieses Intervall 
mit Bezug auf F(x) in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar''^, 
so wird das Integral 

eo 
(11 1?.) J =-J -^(a?) l_^^ ^« 



a 



einen bestimmten endlichen Werth haben, wie beschaffen die Constanten 
a, q, Xi auch immer sein mögen. 

. Bezeichnet man nämlich die letzte jener monotonen Strecken mit A c», 

denkt man sich femer einen auxiliaren, auf dieser letzten Strecke beliebig 
beweglichen Punct y (also a < -4 < ;/ < oo), und zerlegt man endlich das 
Integral J (llrj.) in die beiden Theile: 



^ .? 



J ^J ^Fdx) ~^^Jl^'^ dx +j F [X) "°g^^^^^'^ dx , 

a f 

SO subordinirt sich der zweite Hieü , weil Fioi) auf der Strecke A y cx> 

monoton ist, dem vorhergehenden Satze (11 S^.)- Somit erkennen wir, dass 
dieser zxmite Theil (gewissermassen das Restglied des Integrales J) bei un- 
endlich wachsendem y gegen convergirt. W. z. z. w. 

§3. 

Das FoTirier*80he einfache Integral mit endlichen Grenzen. 

Um auf die schon früher (Seite 8) besprochene Fourier'sche Integral- 
darstellung näher einzugehen, wollen wir zunächst die Grenze untersuchen, 
gegen welche das Integral 

«^ X — Xi 

a 

bei unendlich wachsendem q convergirt. 



*) SelbBiveratändlich soll eine Strecke mit Bezug auf F{x) monotOD genannt werden, sobald 
F{x) längs dieser Strecke monoton ist Vgl. die zweite Note Seite 27. 
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Dabei wollen wir annehmen, dass a < iCi < &, und dass F{x) im Inter- 
valle «....& abtheüungsweise stetig und abtheilmigsweise monoton sei. Alsdann 
wird z. B. das rechts von Xi liegende Intervall Xi . . . .h in . eine endliche 
Anzahl von Strecken (x^ , ti), (ti , r^)^ (r» , ts) . . . . (r,, _ i , r^) zerlegbar sein , der 
Art, dass F{x) längs jeder solchen Strecke monoton ist*). Zu den so erhaltenen 
festen Puncten r^ , r2 , T3 . . . r^ - 1 mag noch hinzugefügt werden ein zwischen 
Xi und Ti liegender auxUiarer Punct /J, und zwar in solcher Weise, dass 

(2.) «I < P < (x^ + n) 

ist. Ausserdem mögen (der Bequemlichkeit willen) die Puncto ß und h eben- 
falls mit dem Buchstaben r , nämlich respective mit tq und r^ benannt werden. 
Wir haben alsdann folgendes Schema: 

a Xi ß b 

(3.) . i • ; : : : ! 1 

und zugleich die Gewissheit, dass F{x) sowohl auf der Strecke (iCi, /J), wie 
auch auf jedweder Strecke (r^, tj^i) monoton und abtheüungsweise stetig ist. 
Somit ergiebt sich einerseits [mittelst des Satzes Seite 53 (8.)]: 



—"^TtJ^^x — Xt 2 ' 



(4.) IK =« - F(x) "—^^^n—^ dx - - ^'^' ^ ^^ , **) 



9 



und andererseits [mittelst des Satzes Seite 57 (II d.)]- 

(5.) hm,^« -J FW ^^^^ dx^O, 



V 



Bilden wir nun die Formel (5.)- der Reihe nach für sämmtliche Strecken 
(^o> ^i)> (^i> ^a)? • • • • C^A-ij ^ä)> und addiren wir all' diese ä- Formeln zu 
Formel (4.) hinzu, so ergiebt sich: 



Um i fpix) ''"li" - <c>) a^ . F{x, + 0) 

9=» nj ^' x — Xi 2 



(6.) 

In analoger Weise wird man offenbar für das links von Xi liegende Intervall 
a . . . . Xi [unter Anwendung des Satzes Seite 53 (9.)] die Formel finden: 



(7.) 



« = • nj^' X -x^ 2 



*) Die endliche Anzahl dieser monotonen Strecken ist hierbei also mit h bezeichnet. 
**) Denn der auxiliare Punct ß (oder tq) soll eine beliebige Lage zwischen den festen Puncten 
X, und Ti haben, dabei aber der in (2.) genannten Bedingung: Xi<iß<^{x^ + n) untencorfen sein, 

8* 
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Schliesslich gelangt man durch Addition von (6.) und (7.) zu folgendem 
Resultat: 

Theorem. — Sind a, 6, Xi gegebene Constanten, und bezeichnet F{x) eine 
Function, die im Intervall a....b abtheilungsweise stetig und abthei- 
lungsweise monoton ist, so gilt die Formel: 

(A.) lim,=. IJ'f(x) ^^^^ är. - ^-^^.-0)-fJ-(a:. + 0) , ^^ « < ^, < j 

a 

ist — Die rechte Seite dieser Formel geht offenbar in F(Xi) über, sobald die 
Function im Puncte Xi stetig ist 

Erweitem wir nun das Intervall a 6, indem wir links einen Punct 

«, rechts einen Punct ß hinzufügen, und denken wir uns eine Function ^{x), 

! 1 ^^ I 1 

a a h ß 

welche auf der Strecke a .... 6 mit der früheren Function F{x) identisch, 
sonst aber überall Null sein soU^ so wird offenbar <i>(x) mit Bezug auf das 
ganze Intervall a . . . . ß abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monotofi 
sein; so dass wir also folgende mit (A.) analoge Formel erhalten: 



Diese Formel aber kann, weil <t>{x) auf der Strecke a . . .b identisch mit 
F(x)j und sonst überall gleich Null sein soll, offenbar auch so geschrieben 
werden : 



(2.) 



T ^ /*!» , V Mnq{x — Äi) , (ar, — 0) + <t) (a;, + 0) -^ ^ ^ ^ 



Zugleich bemerkt man (immer mit Rücksicht auf die für * gegebene Defi- 
nition), dass die rechte Seite dieser Formel z. B. = g( ^, - o) + F(x,±(i) ^^,j 

für a <Xi <b; femer, dass sie — ^^^^ wird für x^ = b; femer, dass 

sie = wird für Xi> b; u. s, w. Somit ergiebt sich folgendes allgemeinere 
Theorem. — Sind a <Cb und x^ gegebene Constanten, und bezeichnet F{x) 
eine Function, die im Intervall a . . . .b abtheilungsweise stetig und ab- 
theilungstveise monoton ist, so wird der Ausdruck 

a 

verschiedenartige Werthe liaben, je nach der Grösse der Constanten Xi, nämlich 
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— 0, Oder — ^ ^^ -^ , oder — -^-J '^ ^ '^ S 0(i«r — ^ — , oder «o 

56m, Je nachdem 

Äi < o , oder o^i «- a , oder a < a:i < ö , oder ä, = & , oder arj > 6 irt. 

Beispiel. — Nehmen wir an, die Function F{x) sei im Intervall a .... 6 



(^•) a « Xj — & 

überall gleich Eins , und es sei überdies a = a^ = , so erhalten wir aus dem 
vorstehenden Theorem die Formel: 



(2.) Hm 



»%=•— J — ^^^ — i» wo 0<6; 



oder, falls wir an Stelle von x eine neue Integrationsvariable y einfahren 
mittelst der Substitution y = qx: 



iBiny 

J y 



(3.) lii»<, = oo~J-^-<'y-i, wo 0<6; 



oder, was dasselbe ist: 

(4.) J'y-^y--^^ 







was z. B. in Einklang ist mit einem früher auf Seite 37, (6.) erhaltenen 

Eesultat. 

§4. 

Das FQurier'sohe einfache Integral mit nnendliohen GhrenseD. 

Die Function F{x) sei im Intervall a . . . . cx> überall endlich und abthei- 
lungsweise stetig; auch möge dieses Intervall in eine endliclie Anzahl monotoner 
Strecken zerlegbar sein, und die letzte derselben mit -4 .... c» bezeichnet 
werden. Stellen wir uns nun die Aufgabe, den Werth des Ausdruckes 

oo 

(1.) CT- li«i,_. 1 i'F(x) !!i?«^^=-*'^ dx 

a 

ZU ermitteln, so sind dabei vier Lagen des Punctes x^ zu unterscheiden, 
indem derselbe entweder links von a, oder in a, oder zwischen a und -4, 
oder endlich rechts von A liegen kann. Der bessern Anschauung wiDen 
mögen daher vier Puncto Xi gegeben gedacht werden, resp. in der ersten, 
zweiten, dritten imd vierten Lage. Unsere Aufgabe besteht alsdann darin, 
den Werth des Ausdruckes ?7 (1.) für jeden dieser vier Puncto x^ zu finden. 
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(2) 



T 



♦C| *C| JCi iti 



Zu diesem Zweck markiren wir einen auxiliaren Punct &, der rechts von 
allen vier Puncten Xi, mithin auch rechts vom A liegen soll; so dass also 
F{x) auf der Strecke & . . . oo geradezu monoton ist. Zerlegen wir alsdann 
den Ausdruck 17(1.) in die beiden Theile: 

SO wird der ztveite Theil [zufolge des Satzes Seite 58 (Ilf.)] Null sein, während 
der erste dem vorhergehenden Satze (B.) sich subordinirt. Folglich wird U 
(ebenso wie dieser erste Theil) = sein f&r den ersten Pimct Xi\ femer 

= \F{a + 0) sein für den zweiten Punct Xi\ endlich = ^{F{xi — 0) + F{Xi +0)) 
sein ftlr den dritten und vierten Punct x^ . Und wir gelangen also zu folgendem 
Theorem. — Nimmt man an, die Function F{x) sei im Intervall a . . . .oo 
endlich und abtheilungsweise stetig, und es sei ausserdem dieses Intervall 
mit Bezug auf F(x) in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerleghary 
so wird der Aufdruck 



(c.) «-,=. i>w -^M^ ' 



a 



-0, oder =-^(*/-^. oder .E^lIZ^ttll^^t^ 

sein, je nachdem 

iCj < a , oder o?, a a , oder a?i > «* w*. 

Ohne Weiteres erkennt man, dass em analoger Satz sich wird ableiten 
lassen für ein von a nach der Unken Seite hin ins Unendliche laufende In- 
tervall, und dass dieser Satz folgendermassen lauten muss: 

Theorem. — Nimmt man an, die Function F{x) sei im Intervall — oo a 

endlich und abtheilungsweise stetig, und es sei ausserdem dieses Intervall 
in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, so wird der Ausdruck 

a 

(D.) lim,_, -1 Cf(x) «Eii^T^) d^ 



— 00 



sein, je nachdem 

a?! < a , oder .Tf » a , oder «i > a ist. 

Schliesslich gelangt man durch Addition der beiden Formeln (C.) und 
(D.) zu folgendem 
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Theorem« — Nimmt man an, die Function F{x) sei im ganzen Intervall 

— oo + cx) endlich und abtheilungsweise stetig^ und es sei ausserdem 

dieses Intervall in eine endliche Anzahl monotoner Strecken zerlegbar^ so 
wird der Ausdruck: 

(E.) hm,= , -J Fix) l_^^ dx 

— ao 

unter allen Umständen 

F{xt — 0) + F(xt + 0) 
"" 2 

sein. D, h. er wird diesen Werth besitzen, wachen Werth die gegebene Con- 
stante Xi auch immer haben mag. 

§5. 
Das Fonrier'sohe Doppel-Integral. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen betrachteten einfachen Integrale 
sollen hier in DqppeZ-Integrale umgewandelt werden. ^— OflFenbar ist: 

9 

(1 ) I cosqix - aJi) dq = — i^Ti, 5 



hieraus folgt durch Multiplication mit F{x)dx und Integration: 

(2.) / ljF{x)coBq(x^Xi)dqjdx^fF{x)^'^^^ 

a \o Ja 

Sind, wve wir voraussetzen wollen, a, b, q bestimmte endliche Constanten^ und 
ist Fix) im Intervall a . . . .b abtheilungsweise stetig, so wird die rechte 
Seite der Gleichung (2.) einen bestimmten endliclien Werth haben; Gleiches 
gilt daher auch von der linken Seite. Auch bemerkt man, dass (in Folge 
der soeben gemachten Voraussetzungen) auf der linken Seite die Integrations- 
folge geändert werden darf. Somit ergiebt sich, falls man noch mit -- 
multiplicirt : 

(3.) Ij (J'^i") coosC« - *.) dx\dq = ^jFix) "°|^^~"''^ dx . 

\a Ja 

Da wir zu dieser Formel gelangt sind, ohne über den Werth der Constanten 
g irgend welche Voraussetzung zu machen, so gilt dieselbe för jedweden 
Werth von g, wie gross derselbe auch sein mag. Convergirt also die rechte 
Seite mit wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze, so wird die 
linke Seite gegen ebendieselbe Grenze convergiren. Mit anderen Worten : Die 
Formel (3.) wird sofort die neue Formel: 
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(4.) Um^^^^ njF{x) co»q[x - xt) dx\ dg-lii»,^. 1.Jf{x)^^^^^J^ dx 

\a • a 

nach sich ziehen, sobald sich nur nachweisen lässt, dass die rechte Seite 
dieser neuen Formel einen hestimmten endlichen Werth hat. Dies ist aber 
zufolge des Satzes (B.) Seite 60 in der That der Fall, sobald wir nur zu 
unseren über a , h und F{x) schon gemachten Voraussetzungen noch die hin- 
zufügen, dass F{x) im Intervall a . . . .h abtheilungsweise monoton sein 
sdl. Somit gelangen wir mittelst des genannten Satzes zu folgendem Resultat : 
Theorem. — Sifid a <,b gegebene endliche Constanten, und bezeichnet 
F{x) eine Function, die im Intervall a . . . .b abtheilungsweise stetig ufid 
abtheil ungsiv eise monoton ist, so wird der Ausdruck: 

(B.) i>™o=« IT I { I ^(^) co8g(Ä - Xt) dx 




— 0, oder » 2 " ' ^^ ™~^ 1 '^~ ' ^^^ "" 2 — ' *" ^ 

sein, je nachdem 

Xf < a , oder Xf » a , oder a < Xj < 6 , oder a;i » & , oder «, > 6 irf. 

Wir kehren zurück zu (3.). Diese Formel (3.), welche ohne Zweifel 
gültig ist, sobald die Constanten a, b, q, ocy beliebige endlicJie Berthe haben, 
und F(x) im Intervall « .... 6 abtheilungsweise stetig ist, wird z. B. in Gültig- 
keit bleiben, falls die (Jonstante b sich mehr und mehr vergrössert. Und es 
wird also diese Formel (3.) die neue Formel: 

(5.) \im,^^^j(jF(x)cosq[x--x,)dx\ dq^Vim,^^ LjFix)^^^^^^dx, 

oo 



a 



nach sich ziehen, sobald sich nur nachweisen lässt, dass die rechte Seite 
dieser neuen Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies ist aber 
zufolge des Satzes (Hfj.) Seite 58 in der That der Fall, sobald wir zu der 
über F{x) schon gemachten Voraussetzung der abtheilungsweisen Stetigkeit noch 
die hinzufügen, dass F(x) im Intervall a . . . .oo überall endlich bleibe, und 
dass dieses Int-ervall mit Bezug auf F{x) in eine endliche Anzahl monotoner 
Strecken zerlegbar sei. 

Dies festgesetzt, gilt sodann die Formel (5.) für beliebige endüche Werthe 
der Constanten a, q, Xi] und bleibt also gültig, falls man z. B. q mehr und 
mehr wachsen lässt. Demgemäss wird jene Formel (5.) die neue Formel: 
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(6.) lim^ ^ . lim, ^ „ -W l J Fix) co^q{x^x,)dx\ dq^ lim^ = » i J "^^^^ ""^^^Xi'"' " "^^ 

nach sich ziehen, sobald sich zeigen lässt, dass die rechte Seite dieser neuen 
Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies aber ist nach Satz (C.) 
Seite 62 in der That der Fall, und zwar auf Grund der bereits gemachten 
Voraussetzungen. Somit gelangen wir mittelst des eben genannten Satzes 
zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Ist F{x) im Intervall a . . . . oo endlich und ahtheilungs- 
tveise stetig, und ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf F{x) in eine 
endliche Anzahl monotoner Strecken*) zerlegbar, so wird der Ausdruck 



dq 



(B'.) Ii°i5=« lim, = » ^ / ( I F{x)coBq[x^Xi)dx\ 

.0. oder --^i«-+2) oder - ^(?-. r «l^Z^*' ±0) 

M TS 

sei7i, je nachdem 

a?! < a , oder x^^^a oder aJi > « ist. 

Dabei ist, was den Ausdruck (B'.) betriflFfc, die Aufeinanderfolge der den- 
selben erzeugenden Operationen wohl zu beachten. Zuerst ist das Doppel- 
Integral zu berechnen (wobei es, wie früher Seite 63 schon bemerkt wurde, 
einerlei ist ob man zuerst nach x und sodann nach g^, oder umgekehrt in- 
tegrirt) ; sodann ist zweitens h = oo, und schliesslich drittens q = oo zw machen. 
Wollte man von dieser vorgeschriebenen und in der Schreibweise des Aus- 
druckes (B'.) deutlich ausgeprägten Aufeinanderfolge abweichen, so würde 
man in einen schweren Fehler verfallen, und in der That in vielen Fällen 
zu ganz unrichtigen Resultaten gelangen**). 

*) Diesen Voraussetzungen entspricht z. B. die Function F{pc) = Const. Und der Satz muss 
also gültig sein, wenn man statt F{x) eine Constante nimmt. 

**) Wollte man z. B. zuerst 5 »- oo machen, dann zweitens das Doppel- Integral berechnen, und 
sodann drittens q=^oo machen, so wilrde man statt der Formel (B'.) folgende erhalten: 

1 rf CiPf s f ^J ^J r. j -F(a + 0) , F(ar,-0)+Fia;,+0) 

lim^_,^-- I I I F(a;)co82(a;— a;,)dÄ J dg = 0, oder = 2 ~ ' ^ '" 2 — » 

je nachdem a?i < o , oder x^^ a ^ oder ä^i > a ist. 

Dass diese Formel aber total falsch ist, erkennt man sofort durch Anwendung auf den speciellen Fall 
Fix) =» 1. Denn nimmt man an [was mit den in unserm Theorem an F{x) gestellten Anforderungen 
in vollem Einklang steht], dass F{x) im Intervalle a ... 00 überall <= 1 sei, so geht die vorstehende 
Formel über in: 

^^™o = ao ~~ f I f C0Hg(a; — a;,) da; I dg — 0, oder =-i» oder «= 1 , 



^i™g = ao — / ( /cOHgr(Ä — a;,)da; I dg — 0, 



je nachdem Xx<ia ^ oder rci o- a , oder a-i > a ist. ( Verte.) 

Neumaun, Entwicklungen. 9 
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Doch werden wir aus den weiteren Untersuchungen, und namentlich 
aus dem nächstfolgenden Theorem (f.) erkennen, dass allerdings unter gewissen 
Voraussetzungen eine Aenderung in der Aufeinanderfolge jener Operationen 
zulässig ist*). Gleichzeitig werden uns diese weiteren Betrachtungen zu dem 
eigentlichen Fourie/scJien Doppd-Integral hinleiten. 

Bei diesen weiteren Betrachtungen erscheint es zweckmassig, die Vor- 
aussetzimgen , die wir sonst nach und nach mOssten einfliessen lassen, gleich 
auf einmal anzugeben. Wir lassen einerseits die Voraussetzimgen des vor- 
hergehenden Theorems (B'.) fortbestehen, nehmen also an^ dass 

im Intervall a....oo überall endlich und ahtheilungsweise stetig sei. 



(2.) 



CX) 



und dass ferner dieses Intervall mit Bezug auf F{x) in eine endliche Anzahl 
monotoner Strecken zerlegbar sei, deren letzte bezeichnet werden mag mit 
^ ... .00. Sodann aber wollen wir ziceitens annehmen, dass das Integral 



OD 



(3.) I F(x) dx 

a 

einen bestimmten endlichen Werth habe; was sich z. B. unmittelbar über- 
tragen wird auf das Integral: 



00 



(4.) JF{x)dx, 

Da nun die Function F{x) im Intervall ^ .... 00 mofwton ist, so wird 
die ihr entsprechende Curve von Ä aus entweder unaufhörlich steigen, oder 
unaufhörlich sinken, oder irgend welcher horizontalen (d. i. mit der Abscissen- 
axe parallelen) Linie sich asymptotisch nähern. Der erste von diesen drei 
Fällen ist unmöglich, weil sonst der durch das Integral (4.) ausgedrückte 



Und in der That ist diese letztere Formel völlig unrichtig. Denn ihre linke Seite hat, ebenso wie das 
innere Integral 



cosq(x — Xi)ax'^\ — — -\ _ 



einen ganz unbestimmten Werth ; während doch der Werth der rechten Seite ein völlig bestimmte ist. 
*) Während nämlich der Ausdruck (B'.) Seite 65 in der Weise entsteht, dass zuerst das Doppel- 
Integral berechnet, dann zweitens 5 s» 00, und hierauf drittens g :» 00 gemacht wird, entsteht der 
Ausdruck (f.) Seite 66 in ganz ähnlicher Weise, jedoch mit dem Unterschiede, dass die beiden ersten 
Operationen in ihrer Aufeinanderfolge vertauscht sind. 
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Flächeninhalt unendlich gross sein müsste, was der Voraussetzung (3.) wider- 
spricht. Der m^eite Fall ist ebenfalls unmöglich, aus demselben Grunde. Und 
der dritte Fall ist, weil der Flftchemnbalt (4.) einen bestimmten endlichen 
Werth haben soll, offenbar nur dann möglich, wenn jene horizontale Linie 
mit der Abscissenaxe zusammenfällt. Somit sehen wir also , dass die der 
Function F(oc) entsprecliende • Curve sich im Intervall A oo der Abscissen- 
axe asymptotisch nähern muss. Hieraus folgt erstens, dass 

(5.) Fi^) <*<*/* der Strecke -4. . . . . <x> constardes Vorzeichen 

hat, und zweitens, dass 

(6.) lim^=«-F(a:)-0 

ist. Ausserdem folgt direct aus der in (3.) gemachten Voraussetzung, dass 

(7.) lim 



im^^^jF{x)dx^O 



ist, wo der Buchstabe h zur Bezeichnung eines beliebigen variablen Punctes 
dient [vgl. (2.)]. Dies vorausgeschickt gehen wir über zur eigentlichen Unter- 
suchung. 

Sind a, b, q, Xi beliehige endliche Constanten, so gilt, zufolge der Vor- 
aussetzungen (1.), die bereits früher [Seite 63 (3.)] entwickelte Formel: 

V« Ja 

U V 

deren beide Seiten mit ü und V bezeichnet werden mögen. Wir ersetzen 
nun in diesen Integralen die obere Grenze b durch oo, bezeichnen die so ent- 
stehenden neuen Integrale mit U' und F': 

(9.) tr = / I / F[x) cosqix - x^) dx\dq, . F'= / Fix) ^^^ ^-^ dx , 

\a / a 

und legen uns die Frage vor, ob U' und F' ebenfalls einander gleich sind. 
Dabei ist wohl zu beachten, dass die Formel (8.) gültig bleibt für jedes 
beliebige fc, dass also U und F stets ein und denselben Werth behalten, wie 
weit jenes b auch anwachsen mag. 

Zunächst ergiebt sich aus den Voraussetzungen (1.) mittelst des Satzes 
(ilrj.) Seite 58, dass F' einen bestimmten endliclien Werth hat. Um nun zu 
ermitteln, ob das U' ebendenselben Werth besitzt, haben wir die Differenz 
{U' — V) zu betrachten. Diese aber kann, weil für jedwedes endliche b die 
Gleichung U = V (8.) stattfindet, auch so geschrieben werden: 

- 9* 
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(10.) C7'-F'— (ü'— ü) - (F'— V) , 

woraus folgt: 

(11.) abs [ü'— V) < abs {V- ü) + abs (V— V) . 

Nach (8.) und (9.) ist aber: 



9 / ^ 



(120 ir-U^ I ( I F{x) cosq{x - x{)dx \dq, « F-F« /f(«) "'^^^^"^ ^'^ d« . 

Lassen wir nun [vgl. (2.)] das willkürliche b > A und zugleich auch > Xi 
werden , so wird F{x) im Intervalle & . . . . oo constantes Vorzeichen haben 
[vgl. (5.)]; so dass die Formeln (12.) durch Anwendung des gewöhnlichen 
Mittel werthsatzes [(Ib.), Seite 28] folgende Gestalt erhalten: 



(18.) 



ü'-'ü^j(&^JF(x)dx\dq, r-F=^-^^- JF{x)dx, 



WO d'g einen von q abhängenden ächten Bruch, und ebenfalls einen ächten 
Bruch vorstellt. Hieraus folgt weiter: 

(14.) ^ - ü^(J^^ dq\ IJf{x) dx\ , 

also schliesslich*): 

(15.) a,hs(ü'- U)<9,hsl q I F{x)dxY abs ( F- F)< ^-i-^ abs | 1 Fix)dx\' 

Somit folgt aus (11.) 

(16.) abs(r7'— F') ^ j _A_ +(ab83) I -abs /F(a:)da;. 

Und hieraus folgt mit ROcksicht auf (7.), dass der Ausdruck abs (U' — V) 
durch Vergrösserung von h unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinal^e- 
drQckt werden kann, dass also zwischen U' und V kein auch noch so kleiner 
Unterschied stattfinden kann. 

Nachdem wir in solcher Weise die Gleichung U'= V\ d. i. die Gleichung 

(17.) ^ / ( / ^^^^ °^' ^^^^ ^'^ dx\dq^ ^ j F{x) "°^^^"^ ^'^ dx 

constatirt haben, können wir nun in dieser Gleichung, welche gültig ist für 
jedes beliebige g, das q weiter und weiter anwachsen lassen. Demgemäss 
wird diese Gleichung (17.) die neue Formel 



*) Da nämlich ^ ein (positiver oder negativer] ächter Bruch ist, so wird offenbar das erste der 
beiden Integrale in (14.) seinem absoluten Betrage nach <^ q sein. 



Die Fourier'sche Integraldarstellang. 69 

(18.) lim,^. Ij (Jf(x) CO»q(x - x.) dx\ dq - lim,^ „ ij^^"') — l"!^,""'^ <»« 

nach sich ziehen, sobald sich nur zeigen Iftsst, dass die rechte Seite dieser 
neuen Formel einen bestimmten endlichen Werth hat. Dies aber ist nach 
Satz (C.) Seite 62 in der That der Fall, und zwar auf Grund der schon in 
(1.) gemachten Voraussetzungen. Wir gelangen daher, mit Rücksicht auf 
jenen Satz (C.) zu folgendem 

Theorem. — Ist Fix) im Intervall a . . . . oo endlich und ahtheilungs- 
weise stetig^ ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf f{x) in eine endliche 
Anzahl monotoner Strecken zerlegbar, und besitzt ausserdem das Integral 

00 

I F(x) dx einen bestimmten endlichen Werth"^), so wird der Ausdruck 

(f.) l^™o = « — / 1 / ^(^) 008q{x — Xi) dx I dq 

':/ V J 

-0, oder --^%±^, oder = E^^lZL^±li^L±3 

sein, je nachdem 

ajj < a , oder a?i =» a , oder ä, > a «*. 

Ebenso wie dieses Theorem (r.) dem Satze (C.) Seite 62 sich anlehnt, 
ebenso wird oflfenbar dem dortigen Satze (D.) folgendes Theorem (A.) sich 
anschUessen : 

Theorem. — Ist F(x) im Intervall — cx)....a endlich und abthei- 
lungsweise stetig, ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf F{x) in eine 
endliche AnzaJd monotoner Strecken zerlegbar, und besitzt ausserdem das 

a 

Integral I F{x) dx einen bestimmten endlichen Werth"^) , so wird der 
Ausdruck : 

(^ ) li>n9 = ao It j \ j ^(^) C08g(aJ — a:,) dx \ dq 

sein, je nachdem 

iCi -< a , oder ^i ^ a , oder x, > a ist. 

Endlich ergiebt sich parallel dem früheren Satze (E.) Seite 63, oder auch 
direct durch Addition der Formeln (r.) und (A.), noch folgendes Theorem. 



*) Dieses Theorem ist daher nickt mehr anwendbar auf den FaU F{x) » Const. 
**) Hier ist dasselbe zu bemerken wie in der vorhergehenden Note. 
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Theorem. — Ist F{x) im Intervall — oo + <x> endlich und ah- 

theilungsweise stetig, ist ferner dieses Intervall mit Bezug auf F{x) in 
eine endliche Anzahl monotoner Strecl'en zerlegbar, und besitzt ausserdem 

das Integral I F{x) dx einen bestimmten endlichen Werth*), so wird der 

— » 

Ausdri4cli 

(E.) lim9 = Qo Z^ I \ I ^(^) cosgCaj — a;,) dx ] dq 



\— CO 



unter allen Umständen 

^ Fjxt - 0) + FjXj + 0) 
2 

sein, welcher Werth der Constanten Xi auch immer zuertheilt werden ma^. 
Uebrigens kann man die Formel (E.) auch so schreiben: 

(Z.) ^^^q=:<cj {^q ^08 qx^ + B^ 8111 gÄ,) d g = — ^^-^ ^ ^ t-T- ; ^ 



wo alsdann A^y B^ die Bedeutungen haben: 

A^^=^ — I F(x) co&qx • dXf B =» — 1 F{x) sinqx • dx , 



— oo X 



Ist insbesondere F(x) eine gei-ade Function, so reduciren sich diese Werthe 
der A, B auf 



00 



=■ J/*^^< 



A„ — — I F{x) cos qx ' dx, J5„ = . 



Und ist andererseits F{x) ungerade, so erhält man: 






-4^ =* -^3 ^ - f ^(^^ singÄ • dx . 

§6. 
Die Hamilton'sclie IntegraldarateUung. 

Wir wollen uns eine Function V> {x) denken , welche folgende drei Eigen- 
schaften besitzt: Erstens soll dieselbe stets endlich bleiben, und ihr absolut 
grösster Werth mag C heissen : 

(1.) Max ab8 -^(a:) ==» C7, für x=^ — oo + cx) . 

Zweitens soll '^{x) verschwinden für x = 0\ jedoch in solcher Weise, dass 
der Quotient ^^^, sobald man x von einem negativen Werthe aus gegen 



*) Vgl. die vorhergehende Note. 
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wachsen, oder von einem positiven Werthe aus zu abnehmen lässt, jedes- 
mal gegen eine bestimmte endliche Grenze convergirt; wobei dahingestellt 
bleiben mag, ob diese beiden Grenzen einander gleich sind oder nicht. Hieraus 

folgt [mit Kücksicht auf (1.)] sofort, dass der Quotient ~^ stets endlich 

bleibt*); sein absolut grösster Werth mag C heissen: 

(2.) Max abs ^^ = C, für a; = — oo 1- cx> . 

Die dritte Eigenschaft endlich bezieht sich auf das Integral 

X 

(3.) 9f(a;)= i^{x)dx. 



Wir wollen nämlich annehmen, die Gleichung ^{x) = K besitze, bei ge- 
eigneter Wahl der Constanten JK", unendlich viele Wurzeln: 

die über das Intervall x -= — cx) . . . . + c» der Art ausgebreitet sind, dass 
auf jedwede Strecke vmi der Länge c mindestens zwei Wurzeln fallen. Dabei 
soll c eine bestimmte endliche Constante sein. 

Diese drei Eigenschaften besitzt z. B. die Function ^(a?) = sinrc [hier ist c = 2ä**)] : 
ebenso die Function il^{x) = sm am (a;, x), [hier ist c = 4:K'\, üeberhaupt wird im 
Allgemeinen den an if{x) gestellten Anforderungen genügt werden durch jede beliebige 
für o; = Yerschvfindeude periodische Function. Nur muss, falls die Länge ihrer Periode 

c 

mit c bezeichnet wird, das Integral j ilf{x) dx = werden, und ausserdem der Werth von 



?^A^ für X = + endlich sein. Aber auch nichtperiodische Functionen giebt es, welche 

den gestellten Anforderungen entsprechen. So kann man z. B. für W{x) die Cylinder- 
function J{x\ mithin für il^{x) den DifFerentialquotienten derselben nehmen. 

Ich werde nun zeigen^ dass die früher betrachtete mit der Function sinus 

behaftete Faurier'scJie Integralformel [Seite (63)] der Hauptsache nach in Gül- 

tigkeit bleibt, wenn man daselbst den sinus durch die Function iß ersetzt. Zu 

diesem Zweck sind zunächst einige einfache Bemerkungen voranzuschicken. 



*') In der That ergiebt sich die Etvdlichkeit des Quotienten ^^-^ für a? ^ aus der Voraus- 

ib (x) 

Setzung (1.), und für a; = aus der zuletzt gemachten Voraussetzung, dass , sobald man ä von 

einem negativen Werthe aus zu wachsen, oder von einem positiven Werthe aus zu abnehmen 
lässt, jedesmal gegen eine bestimmte endliche Grenze convergirt. 

*♦) Denn setzt man ip{x) = sina?, so wird W{x) = 1 — cosa?. Macht man also das iC« 1, so 
verwandelt sich die Gleichung ^f[x) =■ Ä^ in cosa; ==» 0. und diese besitzt zwei Wurzeln auf jedweder 
strecke von der Länge 2n. 
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Erste Bemerkung. — Sind « und ß beliebig gegebene Constanten, und 
bezeichnet man diejenigen der Wurzeln (3'.), welche zwischen a und ß ge- 
legen sind, mit a;„, Xn + u Xn + i9 ..... a;,: 

(4.) « < «n < ^» + 1 < ^» + 2 < • • • < ^s < ß^ 

SO werden [nach der bei (3'.) gemachten Voraussetzung] die Differenzen 

(5.) K-«). (««+1-^«)» («« + 2-^n + i)» • • • • (?-^,) BämmtUch ^ c 

sein. Gleichzeitig ergiebt sich: 

I ^(x) dx ^ I fp{x) dx + I ^(a?) dx + j ipix) dx , 



*» 



WO [vgl. (3.)]- das mittlere Integral = V{x,) — W{Xn), also = K — K = 
ist*). Somit folgt: 

j tlf(x) dx =« j ip[x) dx + 1 ip(x) dx , 

also, mit Rücksicht auf (1.) und (5.): 

(6.) abs I tff{x) dx < 2c C, wo a und ß ganz beliebig sind. 

a 

Zweite Bemerkung. — Ist < « < /}, so ergiebt sich mittelst des Du 
Bois'schen Mittelwerthsatzes (Seite 33): 

/' r /' 



a a 



also mittelst der soeben gefundenen Formel (6.): 



ffM 



(7.) abs/^l^^ < i^, für 0<« < ß. 



a 



Diese Relation wird in Kraft bleiben, falls man das ß weiter und weiter 
anwachsen lässt; und es wird daher auch folgende Formel stattfinden: 



x> 



u C'^ix) dx ^ ^cC j. „ _ ^ 
(8.) abs I -^-^-^ < -77-1 falls < a. 



^ X ^ a 

a 

Setzt man nun: 

00 

(9.) 



00 

r*M^=jD, und r^ti^^E, 



— CO U 



und beachtet man, dass die Function ~j~ [zufolge (2.)] durchweg endlich 

*) Denn es sollen ja die Grössen (3'.), mithin z. B. auch x^ und x^ Wurzeln der Gleichung 
W(x) = K sein. 
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bleibt, so ergiebt sich aus (8.) sofort, dass das Integral E einen bestimmten 

endlichen Werth hat. Und Gleiches wird, in analoger Weise, sich zeigen 
lassen beim Integrale B. — Beiläufig folgt aus (9.)- 



a 00 

i\jf(x) dx „ _ r^fix) dx 



wo < a , 
r iMi ^ sc 

a 

also mit Rücksicht auf (8.): 

(10.) I Z_LJ =»JB;-) , wo 0<a8eiu8oll, 



und wo % einen unbekannten (positiven oder negativen) ächten Bruch vor- 
stellt. 

Dritte Bemerkung. — Die Function ^^ ist nach (2.) durchweg endlich • 

und es unterliegt daher keinem Zweifel, dass das in (7.) betrachtete Integral 
auch dann noch endlich bleibt, wenn man seine untere Grenze « zu herab- 
sinken lässt. Um näher hierauf einzugehen, betrachten wir das von bis 
ß erstreckte Integral: 



j 



ip{x) dx 



X 



indem wir seine obere Grenze /3 zuerst von bis c, dann weiter von c bis 
oo laufen lassen. Während ß von bis c geht, bleibt der Werth dieses In- 
tegrals stets zwischen + cC\ wie aus (2.) ersichtlich. Lassen wir nun 
ferner ß über c hinaus wachsen, so wird der in solcher Weise hinzutretende 
Integraltheil : 



i\(x)dx 



stets zwischen + -y-, d. i. zwischen +40 bleiben, wie aus (7.) ersichtlich. 

Das ganze Integral wird also, falls ß von bis c, und weiter von c bis oo 
geht , stets zwischen den Graizen + (c C + 4 (7) liegen. Mit anderen Worten : 
Es wird die Formel stattfinden: 

abs/?^^^^ < (cC'+4C), für < p. 



Und hieraus folgt sofort: 

(II.) Q,\y^l'tMA^ ^ (UC'+SC), für < a < p. 

a 
Neamano, Entwicklangea. 10 
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Die hauptsächlichsten Formeln^ zu denen wir hier gelangt, sind die in 
(9.), (lO.), femer in (7.) und (II.)- Dieselben lauten, falls wir die Constanten 
(4c (7) und (2cC'+ SC) kurzweg mit (7i und Cg bezeichnen, ausserdem aber 
den Buchstaben x mit y vertauschen, folgendermassen : 

90 

J y ' J y ' 



(I.) 



— oo 
a 



(IL) l ^(y)dy ^ E +^, wo < a, und -O- ein ächter Bruch; 







(III.) ab.J*Miy < ^•, wo < « < <J: 






(IV.) "^y^^-- ^ C., wo < a <^ |J. 

a 

Und diese Formeln endlich nehmen, falls man y = qx setzt, wo q eine be- 
liebige positive Constante sein soll, ausserdem aber « = gy, und /3 = g^cf 
setzt, folgende Gestalt an: 

30 



(la.) 



— 00 

Y 



(IIa.) 



Uiqx)dx ^ ^^ ^£i ^0 < y, und -^ ein achter Bruch ; 
J X «y ' 



' 6 



(„la.) ab»J^i2^ < g, wo a < y < <y; 

(IV a.) abs/^^*^)''- ^ a,, wo < y ^ *. 

y 

Hier repräsentiren 2>, £' und Ci, G^ gewisse der Function '0 eigenthümliche 
Constanten; und zwar sind Ci, Cg (ebenso wie die früheren Constanten c, 
(7, C) ihrer Definition nach positiv. 

Unsere eigentliche Aufgabe besteht nun in der Untersuchung des Integrals 

/ ^^^^^^ — • Nehmen wir zunächst an , es sei <, y <dy und die Function 

F(x) sei im Intervall y . . . 6 monoton und abtheilungsweise stetig, so 
ergiebt sich durch Anwendung des Du Bois'schen Satzes (Seite 33): 



i F{x)ip{qx)d x ^ ^,^ . I 'ttf(qx)dx ^ /3^L?^l^^ 



W0 0<y<{<^; 



also mittelst der Fonuel (III a.): 
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d 

*^y V < ""77^' wo 0<y ^ iJ; 

y 

falls nämlich M den absolut grössten Werth der Function F{x) im Intervall 

y .... 6 bezeichnet. Hieraus folgt sofort: 

d 

/T N li-m (FiX)jlf^qx)_dX r, „^ Ci ^ ^ X 

(1.) "%=» / ^ — ö» wo 0<y -< d. 

y 

Betrachten wir andererseits das Integral ztvischen den Grenzen tmd b 
(0 <C fe), i*/2rf nehmen wir wieder an, die Function F(x) sei in diesem Intei'valt 
. . . & monoton und abtheiltingstveise stetig^ so gilt offenbar Gleiches 
auch von der Function f{x) = F{x) — F{Qi). Bezeichnet also y einen be- 
liebigen auxiliaren Punct zwischen und fe, so ergeben sich durch Anwen- 
dung des Du Bois'schen Satzes die Formeln: 

jf^^Ux^ +ny)jk^^^ wo < 6 < y; 



I 

b \ i 

rf{x)ii>{qx) dx ^ ^ r^(qx)dx , ..^^ / v>(ga;) dx 

Y Y V 



wo y < 17 < 6 . 



Aus diesen Gleichimgen aber folgt, falls man den absolut grössten Werth 
von f{x) im Intervall .... 6 mit m bezeichnet, und die Formeln (III a.), 
(IV a.) berücksichtigt, sofort: 

y 
, l*f(x) i\^{qx) dx ^ ri v /• > 
/ X ^ ^fat)8Ay)i 


b 
^^g rf{x)ip{qx)dx mC^ wC, 2mC7, 



/y(5w 



« - fly «J? =-= 3y 



Addirt man endlich diese beiden Formeln, und substituirt man zugleich für 

f{x) seine eigentliche Bedeutung: F(x) — F{0\ so erhält man: 

b 

(12.) abe/^---^ V -^— < --y- + ^fab8[F(y)-JP(0)J, wo < y < 6. 



Die recÄfe Seife dieser Formel kann man aber durch Vergrösserung von g 
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 6 hinabdrücken, in der Weise, dass 
man zunächst ihr zweites Glied, durch Verkleinerung der auxiliaren Grösse 
Y^ unter ie, sodann aber ihr erstes Glied, durch Vergrösserung von 3, eben- 
falls unter if hinabdrückt. Auch bemerkt man, dass jene rechte Seite noch 
weiter sich verkleinem wird , falls man nach Auäführung der eben genannten 

10» 



76 Die Hamilton'sche iDtegraldarstellung. 

Proceduren das y festhält, hingegen das q noch weiter wachsen lässt. Somit 
folgt also aus der vorstehenden Formel: 



H„^^ ,Wij^3m*)i««o. wo 0<6, 



ü„^^, JJMJ^^^_ j.^0) .ii„^^.J*i«^. 



b 
1^"^= 00 f^^^^ ^^^"^^ ^ - = ^ . F(0) , d.i. ^E-F(+0), wobei 0<ft. 



= 00 J 



oder, falls man das mit F{0) behaftete Glied auf die rechte Seite wirft: 

6 6 

• f/t v\ A. <»• 

WO < 5 ; 



oder, falls man die Formel (IIa.) berücksichtigt: 

b 

(13.) 



Denn es bedarf wohl keiner Erläuterung, dass unser bisheriges F{0) genauer 
mit F{+ 0) zu bezeichnen ist. 

Ebenso wie diese Formel (13.) sich bezieht auf ein rechts vom Anfangs- 
punct gelegenes Intervall .... 6, ebenso wird man offenbar in analoger 
Weise und unter analogen Bedingungen fttr ein links vom Anfangspunct ge- 
legenes Intervall a .... folgende Formel erhalten: 

(14.) , r,^^^^Jm.^Ai-)J±^BF(-0), wo «<0. 

a 

Schliesslich gelangt man durch Addition der beiden Formeln (13.), (14.) zu 
folgendem Satz: 

Hat '^{x) die aw/* Seite 70, etc. festgesetzten Eigenschaften y sind ferner a, h 
gegebene Constanten ^ und zwar a < < fc, und bezeichnet endlich F(x) eine 
Function, die im Intervall a . , . . b monoton und abtheilungstveise stetig 
ist, so wird: 

a 

tvo D und E die in (I.) definirten (der Function -^ eigenthümlichen) Con- 
stanten vorstellen"^). 

Diese einfachen Beispiele zeigen bereits deutlich, dass man bei den 
mit der Function iß behafteten Integralen zu ganz analogen Resultaten ge- 



*) Will man von der Formel (U.) zurückgelangen zur früheren Formel (T.), so braucht man nur 
zwischen a und h zwei neue Puncte y, d einzuschalten: 

a<0<y<d<&, 

und die Function F(x) der Art festzusetzen, dass sie abgesehen von der Strecke (yd) überall 
verschwindet. 
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langt, wie bei den Fourier'sclien Integralen. In der That wird man z. B. 
[parallel dem fiHheren Satz (B.) Seite 60] folgendes Theorem aussprechen können: 
Theorem. — Sat il>{x) die auf Seite 70 etc. festgesetzten Eigenschaften, sind 
ferner a <C h und Xi gegebene Constanten, und bezeichnet F(x) eine Function, 
die im Intervall a...b abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise 
monoton ist, so wird der Ausdruck: 



b 

(V.) "■»»=«/*^«)^^^ 



ax 

a 



—0, oder =DF(a+0), oder =-DF(a;, — 0)+J7F(a;,+0), oder ^EF(b—0), oder =0 

sein, je nachdem 

Xi<a, oder o?, «=0, oder a<a:j'<6, oder a;| = 6, oder Xi^b ist. 

Dabei repräsentiren D und E die in (I.) Seite 74 definirten der Function V^ 
eigenthünüichen Constanten, 

Endlich übersieht man leicht, dass auch folgendes [dem Satze Seite G3 
parallel stehendes] Theorem gelten wird: 

Theorem. — Hat ■i>{x) die auf Seite 70 etc. festgesetzten Eigenschaften, ist 
ferner die Function F{x) im ganzen Intervall — 00 . . . . + cx) endlich und 
abtheilungsweise stetig, und setzt man ausserdem voraus, dass dieses In- 
tervall mit Bezug auf F{x) in eine endliche Anzahl monotoner Strecken 
zerlegbar sei, so wird der Ausdruck 

4-« 

unter allen Umständen (d. i. für beliebige Werthe der Constanten x^) 

= DF{Xi — 0) + EF{Xi + 0) 

sein, wo B und E die in (I.) Seite 74 definirten Constanten vorstellen. 

Diese Theoreme (V.) und (W.) repräsentiren wohl die Hau{)tresültate 
der namilton' sehen Theorie, Allerdings ist die Art und Weise, in welcher 
wir hier zu diesen Resultaten gelangt sind — Dank dem Du Bois'schen 
Mittel werthsatz — eine unvergleichlich viel einfachere, als der von Hamilton 
selber benutzte Weg. 

§ 7. 
Die neuen Integraleigensohaften der Ereisfonctionen. 

Um diese bereits in (A.), (B.), (C.) Seite 10, 11 dargelegten Eigen- 
schaften in strengerer Weise zu begründen , gehen wir aus von dem Theorem 
(B.) Seite 60. Dieses wird, falls man statt der Grenzen a, b die Grenzen 0, y 
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» 

nimmt, und gleichzeitig die Buchstaben % und q^ mit einander vertauscht, 
dargestellt sein durch die Formel: 

(1.) "•».=. i-y^(5)"-^^f5j^<^« 







• =0, oder = — 2 ' ^ = — ^^^ *—^ — ^^^^^^ — -y oder — — '-^ ^, oder «0, 

je nachdem 

g, < , oder ^i = , oder < g, < y , oder ffi =« y , oder ffi > . 

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function F{(j) im Intervall g^ = . . . . y 
ahtheilungstveise stetig und abtheilungsweise monoton sei. 

Wir ersehen hieraus, dass der Ausdruck (1.), abgesehen von einzelnen 
Puncten, = F{qi) ist, so lange g, im Intervall .... y liegt, und dass 
derselbe andererseits =0 ist, sobald q^ ausserhalb dieses Intervalls sich be- 
findet. Demgemäss können wir also sagen, der Ausdruck (1.) sei =F(qi)+0{qi)y 
oder = 0{qi\ je nachdem qi innerhalb oder ausserhalb des Intervalls .... ^^ 
liegt; falls wir nämlich unter 0{qi) eine Function verstehen, die. mit Aus- 
nahme einzelner Puncte*) überall ist. 

Bringen wir nun diesen Satz in Anwendung auf zwei Puncte (-{- gi) imd 
( — g'i), von denen der erstere zwischen . . . , y, mithin der letztere ausser- 
halb .... ^^ liegen soll, so ergeben sich die Formeln: 

r 
^t/ 9. — ffi — ~^ 



(3.) \im^ = ^^ lF(q)^l^^^-dq^Oi^q,), wo ebenfalls ^ fli < y . 

7t^q-\-qi — ^ 



Äddiren wir diese beiden Formeln, nachdem wir zuvor die in ihnen ent- 
haltenen Sinusfunctionen durch die Integrale 



X 

« — «1 J 



ersetzt haben, so ergiebt sich: 

X y 







(4.) um, ^ ^ ^J JFiq) ' {coiqx)(co%qiX) dxdq^ F{q^) + 0{q{^ 4- 0(- gO i wo ^ gi < y . 

u 

Und ebenso ergiebt sich aus jenen Formeln (2.), (3.) durch Stihtraction : 

*) Diese einzelnen Puncte sind theib durch die im Intervall .... y vorhandenen ünstetigkeitS' 
puncte der Function F(q)j theiis durch die beiden Endpuncte jenes Intervalls dargestellt. 
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(5.) Mm^^^^J JFiq) • (sing'a?) (8iiigf,a:) • d«dg = F((2r,) + 0(g,)— 0(— 3,), wo < fli < y. 







Bezeichnet nun ^ {q) irgend welche neue Function , die , ebenso wie F{q), 
im Intervall 3 = .... y abtlieüungstoeise stetig und abtheilungsweise monoton 
ist, und multiplicirt man die Formel (4.) auf beiden Seiten mit ^(qi) dq^ 
und integrirt sodann nach jj zwischen den Grenzen .... y, so ergiebt sich 
[mit Rücksicht auf die eigenthümliche Beschaffenheit der Function 0] sofort : 



lim. 



= OD ^JJJ^^^^ *f^*^ • (cosqx) (C08<z,a:) • dx dq dg, ^JF^q^) *(«,) dq^ ; 



{) 

oder, was dasselbe ist: 

li°^« ^'^J \\ j -^^^^ • ^^^^ «a:) ig I ( / * (g,) . (cos q^x) dq^ \\dx^ y / F{q{) *fg,) dq^ , 

WO nachträglich der Buchstabe ji durch g' ersetzt werden kann. Zu einem 
ganz analogen Resultat gelangt man offenbar auf Grund der Formel (5.); 
und erhält also folgendes 

Theorem. — Ist y eine positive Constante, und sind F{q) mid ^(q) im 
Intervall q = . . . . y ahtheilungsweise stetig und abtheilungsweise 
monoton, so gelten die beiden Fortnein: 

(A.) J \\J ^^^^ ' f''^'^''^ dq\(j^(q)' (cosqx) dq\[dx= ~j F(q) <t^{q) dq , 

(B.) j \\j ^^^^ • f'''° «^^ dq\(J^(q)' (sin qx) dqjidx^ f J^'^^^ ^^^^ ^^' 

Dies sind im Wesentlichen die früheren Formeln (A.), (B.), Seite 10, 11. 

Andererseits ergiebt sich aus dem Satze (1.) für den speciellen Fall: 
qi = 0^ sofort: 

1- ^ i TPf ^ ßingrc , F(+ 0) 



q - 2 



X 



oder, falls man den Quotienten i^^^ = j (coHqx) dx setzt: 





li"ax = aoyy^(«) • (cos «a?) . (ia; Äy - y F(+ 0). 





Somit gelangt man zu folgendem 

Theorem. — Bezeichnet y eine positive Constante, und F(q) irgend eine 
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Functim, die im Intervall q ^ . . . . y ahtheilungsweise stetig und ab- 
theilungstveise monoton ist, so gilt die Formel: 

(C.) / ( fF(q)-icoBqx)dq]dx^~F(+0). 



\o 



Und diese Formel also ist es, durch welche die früher gefundene (unsichere und 
ztveifelhaffe) Formel (C.) Seite 11 ersetzt tverden muss. 

Bemerkung. — Welche Wichtigkeit die Formeln (A.), (B.), (C.) besitzen, 
habe ich gezeigt in einem kleinen Aufsatz über die Mehler'sclien Kegd- 
functionen, der augenblicklich im Druck begriffen ist in den Mathemat. 
Ann. Bd. 18. Auch sind jene Formeln von grossem Nutzen für gewisse Unter- 
suchungen über conforyne Abbildung erkannt, worauf ich bei einer späteren 
Gelegenheit näher einzugehen gedenke. 

Uebrigens gestatten jene Formeln (A.), (B.), (C ) allerhand kleine Ab- 
änderungen. Ist z. B. < /} < y, und nimmt man an, die Function F{q) 
sei im Intervall ß . . . . y überall = 0, so geht die Formel ( A.) über in folgende : 



f II f -^(3) • (C08 ja:) ^3 ) ( / *(2) * (c^» 2-'^) «^3 J W« = ^ / ^'^^ ^'^^ ^^ ' 



Viertes Capitel. 

Die Laplace'sche , nach Engelfonctionen fortschreitende Reihenentwicklnng. 

Ich werde in diesem Capitel der Reihe nach zuei-st Functionen von zwei, 
und sodann solche von nur einem Argument in Betracht ziehen; und dabei 
neben den berühmten Untersuchungen von DiricUet namentlich auch einige 
neuere Untörsuchungen von Du Bois-Reymond und Dini benutzen. 

§ 1- 

Einige Eigensohaften der Eugelfonotionen. 

Es sei n eine positive ganze Zahl, und y = abs (coso)". Denkt man 
sich diese Gleichung geometrisch dargestellt durch eine Curve über d^r hori- 
zontalen (D'Äxe (indem man die «'s als Abscissen, die j^s als die zugehörigen 
Ordinat^n betrachtet), so wird offenbar diese Curve in den Puncten ca = 
und (0 = ^ die Höhe 1 erreichen, dazwischen aber überall von geringerer 
Höhe sein. Lässt man nun die Zahl n weiter und weiter wachsen, so 



Die Laplace'Bche Reihenentwicklung. 81 

bleiben die Ordinaten der Curve in den genannten beiden Puncten iingeänderf 
(nämlich nach wie vor =1), während die dazwischen befindlichen Ordinaten 
sich mehr und mehr verkleinern. Sind z. B. a, .6 irgend zwei der Relation 
< a < K n^ entsprechende Constanten, so wird man jene Curve y = abs (cos oj)* 
im Intervall a . . .b durch gehörige Vergrösserung von n beliebig nahe an 
die Abscissenaxe heranzudrücken im Stande sein. Mit anderen Worten : Zieht 
man oberhalb der Abscissenaxe L eine derselben sehr nahe liegende Parallele 
L\ so wird man, wie klein der Abstand zwischen L und L' auch immer 
sein mag, durch gehörige Vergrösserung der Zahl n dafür sorgen können, 
dass die Curve y = abs (cosg})** auf der Strecke a . . . .h ztviscken L und 
U bleibt. 

Ganz Analoges gilt, wie wir zeigen werden, auch von der Curve: 
y = abs P„(cos(d). So z. B. ergiebt sich aus den bekannten Formeln: 

(1.) P„(CO80) = P„(l) - 1 und PJCOBTT) - P„(~ 1) = (~ 1)*, 

dass diese Curve, bei variirendem w, zivei feste Durchgangspuncte besitzt, 
dass nämlich ihre Ordinaten für o = und gj = st stets = 1 sind. Um 
näher auf die Sache einzugehen, benutzen wir die Laplace'sche Integraldar- 
stellung [Seite 13 (7 c.)]: 

(2.) P„{coBoi}) = ~ I f^drif WO /■«= C08a + t sinco C081J, 



und die aus dieser für reelle « sich ergebende Formel: 

7t 

(3.) abs P^(co8a») — mod P^(c08G)) ^ — I (modff dtj . 



Hier ist [vgl. (2.)]: mod. /* = K'(cosoj)*+ (sin« cos^)^ oder, ein wenig anders 
geschrieben : 

(4.) mod /*= Vi — (sinoi 8ini2)*, 

(5.) mithin: modf < 1. 

Durch Substitution dieses Werthes (5.) in die Formel (3.) ergiebt sich sofort: 
abs P„(coso) < 1. Also: 

Erster Satz. — Für reelle Werthe von o ist stets: 

(6.) ab8P^(c08o)) < 1. 

Demgemäss bleibt die Curve y = abs P„(cosg)) ihrem ganzen Verlaufe nach 
zwischen den beiden Paralleilinien y = und i/ = 1. Auch sind die Ordinaten 
dieser Curve in den Puncten q = und cd = ä stets = 1, wie solches schon 
früher bei Gelegenheit der Formeln (1.) bemerM wurde. 

Nenmaun, Entwicklungen. 11 
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Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin, diese Curve für die Strecke 
d .... & [wo a und b zwei Puncte vorstellen, die innerhalb des Intervalls 



(7.) 



a 



«Dq w — c»o 



. . . . ;r beliebig gegeben sind], einer genaueren Untersuchung zu unter- 
werfen. Zu diesem Zweck fügen wir [vgl. (7.)] zwei auxiliare Puncte hinzu: 
©0 und {:jt — ojo), von solcher Lage, dass ojq zwischen und a, andererseits 
(st — coo) zwischen 6 und :t sich befindet ; und beschränken sodann die Variable 
CD auf das Intervall ©o . • • • (^ — «o)? was angedeutet werden mag durch 
die Formel: 

(8.) < ODo < CO ^ (« — <Oo) < « . 

Neben der auxiliaren Constanten ojo fähren wir gleichzeitig noch eine zweite 
auxiliare Constante tjq ein, welche der Bedingung entsprechen soll: 

(9.) < i?o < (»— i7o) < «, 

im Uebrigen aber beliebig gewählt , und in Zukunft beliebig geändert werben mag. 
Zerlegt man nun das Integral (3.) in die drei Integrale: 

(10.) ab8P,(co8(») ^ ^J(modf)'d7i + ^J{moän''äi]+^J(,modr)"d^, 






ü V w 

so ergeben sich fttr das erste und dritte Integral, nämlich für U und W, 
mittelst der Relation (5.), die Formeln: 

(11.) ü < ~ri,, und w < i-i^o; 

während andererseits das zweite Integral F, mittelst der Relation (4.), die 
Gestalt annimmt: 

(12.) F= i- / [Vi — (sin© sin^ j dij . 

Da in diesem Integral die Integrations variable ri den Spielraum besitzt: 
^0 < ^ < (^ — ^o)j mithin der Foi-mel entspricht: (sini;)^ > (sin 9^0)*? ^^^^^ da 
andererseits die Variable [nach (8.)] den Spielraum ©o < cd < (^r — coo) hat, 
mithin der Formel (sin cd)* > (sinojo)* unterliegt, so ergiebt sich sofort: 

1 — (sin o sin 17)* < 1 — (sin cdq sin jy©)* ; 

demgemäss ergiebt sich aus (12.): 

F <; \V\ — (sincoo 8iiii?o)7 * "~ / ^'^ | » 
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oder, weil der hier in den geschweiften Klammern enthaltene Factor = — ~-^ , 
mithin < 1 ist: 

(13.) F < {yv - (8ini»o 8in jjojO**' 

Durch Substitution der Werthe (11.)? (13-) ^^ die Formel (10.) erhält man 
also: 

(14.) absP^Ccoso) < - - ijo + (f^l — (8ina)o8inijo)0'*, für «o < <» < (« — »o) » 

WO die auxiliare Constante ^o der Bedingung (9.) unterworfen ist, sonst aber 
ad libitum gewählt werden, also z. B. beliebig Mein gemacht werden darf. 

Wir können nun durch Vergrösserung der Zahl n die rechte Seite der 
Fonnel (14.) unter einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad e hinabdrücken; 
in der Weise, dass wir zunächst ihr erstes Glied durch Verkleinerung der 
auxiliaren Constanten ^o unter i^, sodann aber ihr zweites Glied durch Ver- 
grösserung von n ebenfalls unter ir^ hinabdrücken. Für dieses vergrösserte 
n< nimmt alsdann jene Formel (14.) die Gestalt an: 

(a.) abs P^ (cos ©) < « , für Oq < oo ■< (ä — coq) , 

Dieses Resultat lässt sich leicht noch weiter vervollständigen. Lassen wir 
nämlich das rjo ungeändert, sowie es zuletzt bestimmt war, hingegen das n 
noch weiter anwachsen, so wird oflFenbar das erste Glied der rechten Seite 
von (14.) constant bleiben, hingegen das ziveite noch weiter sich verkleinem. 
Demgemäss können wir zur Formel («.) noch folgende Formeln hinzufügen: 

iß.) absP^^iCcosoo) < «, für Oo <^ <» ^ (« — ©o) > 

(y.) absP„^2(cQ8Q>) < e, für »o < »» /C (« — wo) » 

■ 

etc. etc. etc. etc. 

Versteht inan cdso unter e einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad, so Immen 
tvir, wie aus den Formeln (a), (/?.), (y.), etc. hervorgeht, durch gehörige Ver- 
grösserung der ZaM n dafür sorgen, dass sämmfliche Curven 

(16.) y = abs P„ (cos ©) , y = abs P„ ^ ^ (cob cd) , y « abs P„ ^ 2 (cosco) , etc. etc. 

im Intervall «o . . • • (^ — Oo)^ um so mehr also auch im Intervall a . . . . b 
[vgl. (7.)]^ ztvischen den beiden Paralldlinien y = und y = e verbleiben. Für 
die späteren Anwendungen wird es zweckmässig sein, diesem Satz folgende 
Form zu geben: 

Zweiter Satz. — Sind a, b zwei gegebene, der Bedingung 

(16.) < a < 6 < w 

entsprechende Constanten, und bezeichnet man den grössten Werth, den der ab- 

sdute Werth von P„(coso)) im Intervalle m = a . . . .b annimmt , mit P , so 

können durch gehörige Vergrösserung von n simultan sämmtliche Grössen 

11* 
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i-tfj \ nah nob nah päd 

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedrückt tverden. — Setzt man end- 
lich zur Abkürzung cosca = (x, so nimmt dieser Satz folgende Gestalt an: 
Andere Form des zweiten Satzes. — Sind a , ß zwei gegebene der Bedingung 

(18.) - 1 < « < /J < + 1 

entsprechende Constanten, und bezeichnet nian den grössten Werth, den der ab- 
solute Betrag von Pniv) i^ Intervalle (t = « . . . /3 annimmt, mit TTJ'*, so können 
durch Vergrösserung von n simultan sämmtliche Grössen 

(19.) nf. n;^^,, nf^2» 

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedrückt tverden. 

Aufgabe. Dies vorangeschickt, stellen wir uns nun die Aufgabe, das 
Integral ^ ^ 



(20.) Jn--j F((^)PnW^t^ 



n 
- 1 



näher zu untersuchen, — unter der Voraussetzung, dass die Function 

(21.) Fifi) 

im Intervall ^a = — 1 . . . . + 1 abtheilungsweise stetig und abtheüung^weise 
inonoton ist. — Jenes Intervall — 1 ....-}- 1 wird alsdann in einzelne Strecken 

(— 1. Yi)j iru Yt)> {rt, rz), • • . {rq-^^ r^-i)^ (rg-i^ l) zerlegbar sein, der 
Art, dass Fifi) längs jeder solchen Strecke geradezu stetig und monoton ist. 
Diese Theilpuncte y^ y^j ... y,-i sind feste der gegebenen Function eigen- 
thümliche Puncte; auch wird ihre Anzahl {q — 1) eine endliche sein*). Zu 
diesen festen Puncten mögen noch zwei variable Puncte a und ß hinzuge- 
fügt werden, und zwar a zwischen — 1 und yi, andererseits ß zwischen 
y^_i und + 1: 

a ß 

; !— ' ; 1 : ■ \ — i 

— 1 Vi 72 7g- 1 +1 

Gleichzeitig mag der absolut grösste Werth von Pn(f«^) für das Intervall 
fi = a . . . ß [ebenso wie in (19.)] mit TJf, und der absolut grösste Werth 
von JP((i) für das ganze gegebene Intervall fi = — 1 . . . + 1 mit M be- 
zeichnet werden; was angedeutet werden kann durch die Formeln: 

für /» =■ — 1 • • • + 1 soll sein : Max (abs F{a)) ^ 3f ; 
(22.) 

für /* = a-'ß soll sein ; Max (abs P^ (fi)) — "n^P. 

Wir wollen nun das gegebene Integral (20.) in folgende (q + 2) Integrale 
zerlegen : 



*) Vergl. die Definitionen Seite 27, 28. 
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(23.) j^=jF(f.)p;Mdii ^ J + J + J +y + /', 

jedes dieser {q + 2) Integrale nach dem I>u Bois' sehen Satz behandeln, und 
in solcher Weise schliesslich darthun , dass J^ mit wachsendem n gegen eine 
bestimmte feste Grenze convergirt. 

Bringt man den Du Bois'schen Satz (Seite 33) zunächst in Anwendung 
auf das erste und letzte jener {q + 2) Integrale, so erhalt man: 

a 
/-F(-l)[P„({)-P,(-l,(] + F(a)[P,(a)-P,(i)], WO (-1) < 6 ^ a; 

/= f(p)[P,(,)-P,W j + .FCOfi'.O) -•?.(•»)]. wo ß ^ «7 < 1; 

oder, weil P,(— 1) = (— 1)" und P,(l) = 1 ist: 

/-(_l)" + ^^Y~l) + F(a)P,(«) + P„(£)[F(-l)-F(«)], wo (-1) < I < «; 
/= -F(l) ''F{(i)P^{ß) + P^(ri)[F{ß) -F(l)], wo ß < ly < l . 

Beachtet man nun, was F{a), F{ß) und Pnicc)^ Pniß) betrifft, die Bezeich- 
nungen (22.), und beachtet man femer, dass [nach dem Satze Seite 81] die 
absoluten Werthe von Pn(ß) und Pn{rj) nothwendig < 1 sind, so ergiebt sich 
aus den letzten beiden Formeln sofort: 

/ L (_ 1 )- + » F(- 1) + »'Mnf + 6' [F(- 1) -- F(u)] , 

(24.) -\^^ 

/- F(l) +9"MT\f+Q-[F(ß} -F(l)], 

'p 

WO Ö'', &•", e', 0" unbekannte (positive oder negative) ächte Brüche vorstellen. 
Was die übrigen jener (q + 2) Integrale (23.) betriflFt, so wird z. B. nach 
dem Du Bois'schen Satz: 

/-i^(a)[P,(|)-P,(«)] + y(y,)[P,(y.) -■?,(!)]. wo a <: { < y, i.t; 
a 

und wo die absoluten Werthe der Functionen F und P„ [vgl. die in (22.) 
eingeführte Bezeichnung] durchweg < J/resp. < TTJ^ sind. Somit erhält man: 
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/■ 



= -ö-, • 43f TTJ[^ ; und in ähnlicher Weiae 



a 



(25.) 






/■ 



q ^ ^^ n * 

wo -9-1 , #2 , . . • 0*5 unbekannte ächte Brüche vorstellen. Addirt man sämmt- 
liche Formeln (24.), (25.), so ergiebt sich mit Rücksicht auf (23.) sofort: 

(25'.) J, « [F(l) + (~ 1)" + ' Fi- D] + 0' [Fi- 1) - F(a)] + e" [F{ß) - FCl)] 

+ [(^'+ ^") + 4(^1 + -^t + • ■ • + ^,)] MTl^i" ; 

oder, was dasselbe ist: 

(26.) abs [J^-F(i) + (-l)« F(-l)] < ab8 [F(-l) -F(a)]+abs [F(|?)-JP(l)] + abs [(4g+2)3fnj*] ; 



C/ V 

wo übrigens im Gliede V das Zeichen abs gestrichen werden könnte, weil 
q, M und TT^'^ ihrer Bedeutung nach stets positiv sind. 

Diese Formel (26.) entspricht in sehr bequemer Weise unseren eigent- 
lichen Zwecken, falls man nur beachtet, dass die auxiliaren Puncte « und 
/i, abgesehen von den Bedingungen 

(-1) < cf < y, und y^_, < P < (+1)» 

tviUkiirUch geblieben sind, und femer beachtet, dass die gegebene Function 
jF(u) in jedem der beiden Intervalle 

(—0 yi und Yg-i (+1) 

Stetig ist. In der That kann man mittelst der Formel (26.) die Grösse: 
abs [tT"^ — F{1) + ( — 1)" F{ — 1)] unter einen beliebig gegebenen Kleinheits- 
grad e hinabdrücken; in der Weise, dass man zunächst das Glied C/, durch 
eine geeignete Verschiebimg der auxiliaren Puncte a und ^*), unter ia, 
sodann aber das Glied F, durch Vergrösserung der Zahl 7i^ ebenfalls unter 
ie hinabdrückt**). Auch bemerkt man, dass jene Glieder U und V unter 
i e bleiben werden , falls man nach Ausführung der eben genannten Operationen 
das n noch weiter anwachsen lässt***). Kurz, die Formel (26.) zeigt in 
deutlicher Weise, dass 

•) Diese geeignete Verschiebung besteht offenbar darin , dass man « [vgl. das Schema Seite 84] 
hinreichend nahe an den Punct (—1), andererseits ß hinreichend nahe an den Punct (+ 1) hinanschiebt. 
**) Dass solches immer möglich ist, ergiebt sich aus dem Satze über TTJ^, Seite 84. 
***) Dies folgt ebenfalls aus dem Satze über TTJ'*, Seite 84. 
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(27.) lim, = « [-^n - F(l) + (- 1)" F(- 1)] - 

ist, und führt also, mit Kücksicht auf (20.), (21.)j zu folgendem Resultat: 
Dritter Satz. — Bezeichnet F{y) eine Function, die im Intervall ft = — 1 ....-(- 1 
abtheilungsweise stetig und abtheilungsweise monoton ist^ so gilt die 
Formel : 

(28.) ^'°'» = V ^^^^ ^^^^^ ^^ "" ^^^^ ^ ^^ ir + ' Ff- 1) . 

JDas vorstehende Integral wird also hei unendlich tvachsendem n, je nachde^n 
man dieses n als gerade oder ungerade betrachtet, im ersteren Fall gegen 
F(l) — F{ — 1), im letzteren gegen F{1) + F{ — 1) convergiren. 
Aus (28.) folgt z. B. für jP(fi) = 1 die Formel: 

4-1 

d. i. lim,^.[Pji)-P,(-i)]«i + (-ir+\ 

eine Formel, deren Richtigkeit ohne Weiteres aus Seite 81 (1.) ersichtlich ist. 
Wichtiger sind andere Beispiele. Bezeichnet nämlich a irgend eine der 
Bedingung 

-1 < a < +1 

entsprechende Constante, und denkt man sich die Function Fi^t) der Art 
gegeben, dass sie längs der Strecke (x = ( — 1) . . . a überall =0 ist, so 
erhält man: 



+ 1 



(29.) lini„ = „ / V(ft) P^(^) da = F(l) . 

a 

Sind femer a und b zwei der Bedingung 

-1 < a < 5 < +1 

entsprechende Constante, und denkt man sich die Function F{ii) in solcher 
Weise gegeben, dass sie nicht nur längs der Strecke fc = ( — 1) . . . a, 
sondern auch längs der Strecke ft = 6 . . . (+ 1) überall = ist, so erhält man: 



b 



(30.) lim„ ^ ^ JF(fi) P;(ti) dfi^O. 

ü. s. w. Wir können also mittelst des Satzes (28.) den lim«-« auch für 
solche Integrale bestimmen, deren Integrationsgrenzen a und b beliebig ge- 
geben sind ; nur dürfen a und b nicht ausserhalb des Intervalles p = — 1 +1 

gelegen sein. 
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Weitere Betrachtungen über denselben Gegenstand. — Die im Vorhergehenden 
aufgestellten Sätze sind für unsere Zwecke im Allgemeinen atisreichend. Dagegen wird 
es für gewisse feinere Untersuchungen (zu denen wir im Folgenden unwillkürlich uns 
hingedrängt sehen werden) nothig sein, das so eben behandelte Integral (28.), welches 
in zwei von — 1 bis und von bis 1 gehende Theile zerlegt werden kann, einer 
etwas anderen Behandlungsweise zu unterwerfen. Indem wir zunächst den von bis 1 
gehenden Integraltheil : 



(31.) >^„ =J F({i) p;(f,) diL 



ins Auge fassen, wollen wir wiederum annehmen, die Function i^(ft) sei im Intervall 
^ = .... 1 aitheilungstveise stetig und abtheilungsweise monoton. Und zwar mögen 
ihre monotonen Abtheilungen oder Strecken dargestellt sein durch folgendes Schema: 

1 

(32.) 



SO dass also h die Amsahl dieser Strecken bezeichnet. 
Bei Integralen von der Form: 

fF(ii) P;(ii) dti oder r[F(f*)--Con8t.]P;Ca)d^ 

wird alsdann der Du Bois'sche Satz (Seite 33) anwendbar sein mit Bezug auf jede 
solche monotone Strecke j und ebenso auch mit Bezug auf jeden Tlieil einer solchen 
Strecke. Sind z. B. x, A irgend zwei der Bedingung 

(33.) T; < * < ^ < V+i 

entsprechende Constanten, so wird nach jenem Satze: 

i ^ } 

j[F(a) - Const] P;(^) d(i = [F(h) - Const] /p;(^) dfi + [F(X) - Const] j P^ip^) da , 

« [F(x) - Const] [P,(|)-PJx)] + [F(A)-Con8t] [pjl)-.p^(|)] , 

wo X < 5 < A ist. Bezeichnet man also die grössten Werthe, welche die Ausdrücke 

ab« [F(.tt) — Const] und absP^^u) 

auf der Strecke ft »= x . . . A anzunehmen im Stande sind , respective mit 

Max^ X abs [JP(ft) — Const] und Max^ ^ ^^^ ^n M » 

so ei^ebt sich sofort: 

X 

(34.) abs / [F(u) - Const] P^di) d(i ^ 4 (n^A^yx abs [Fifi) — Const]^ (^^^xi *^* -PnC«)) » 

X 

immer vorausgesetzt, dass die Strecke x . . . . A eine monotone Strecke, oder einen Theil 
einer solchen vorstellt 

Diese Formel (34.) kann leicht verallgemeinert werden. Sind nämlich y und d 
irgend zwei der Bedingung 
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(35.) <Y < d < 1 

entsprechende Constanten, und bezeichnet man die Anzahl derjenigen monotonen 
Strecken*), welche ganjs oder theilweise im Intervall y . . .8 enthalten sind, mit g^ 'so 
kann man das Integral 

y];FCtt)~Con8t]p;wdft 

y 
in g Theile zerlegen, und auf jeden solchen Theil die Formel (34.) anwenden. In 
solcher Weise ergiebt sich, wie leicht zu übersehen: 

(36.) abs / [F(;4) - Const] P;(» d^ < 4^ (^ax^^ abs [F{p,) - Const] \ (Max^ , aba P„(/ii)] , 

r 
oder auch, weil offenbar ^ ^ ä ist [vgl. (32,)]: 

d 

(37.) abß / [F(^) — Conßt] P;(f*) d^ ^ 4Ä (^Max^^ abs [F(ft) - Const]) (^Maxy ^ abs P^ (fi)) . 

y 
Dies vorangeschickt, wenden wir uns zum Integrale Y^ (31.)* Zerlegt man das 

gegebene Integrationsintervall .... 1 durch irgend welchen Punct ß in zwei Theile: 

(38.) < |J < 1, 

SO ergiebt sich zunächst: 

(39.) r„ = /*^Cu) p;(^) dft + /f(^) p;(^) d^ ; 

^ 

U V 

wo z. B. U, wie ein Blick auf (37.) zeigt, folgender Formel entsprechen wird: 

abs ü" < 4Ä ( MaX(, ^ abs F(.u J j | Max^^ o abs P^ (|Lt) | . 

Von den beiden hier auf der rechten Seite stehenden Maximis ist offenbar das erste 
< M, und das zweite =17^''^, falls man nämlich unter M den absolut grossten Werth 
der Function -F(/a) für das ganze Intervall ft = . . . 1 versteht, andererseits aber 
n^' ^ in der früher (Seite 84) festgesetzten Bedeutung benutzt. Also : 

(40.) abs U ^ 4ÄJtfn^''*. 

Andererseits ist das Integral V (39.) folgendermassen darstellbar: 

(41.) V^F{\)jp;^(iA)dfi+W, wo W^J[Fiii)-Fi\)]p;((i)dii ist; 

und wo also W der aus (37.) entspringenden Formel unterliegt: 

abs W <: 4h ^Max^^ , abs [F{fi) - F(i)]\ ^Max^^ ^ abs P^ (|:t)^ . 



*) Unter den monotonen Strecken sind hier überall die in (82.) angegebenen Strecken (tq, ti), 
(ti, Tj), etc. etc. zu verstehen. 

Neamann, Entwicklungen. 12 
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Bezeichnet man von den hier auftretenden beiden Maximis das erste mit D^'^, und be- 
achtet, dass das letztere «» 1 ist (Satz Seite 81), so ergiebt sich: 

abs W < 4hD^'K 
Mit Rücksicht hierauf gewinnt die Formel (41.) die Gestalt: 

(42.) F=. JP(1) [P„(l) - P„(p)] + ^ . 4hD^'\ 

WO d" ein unbekannter ächter Bruch, und wo das Product jP(1) JP^(/8) seinem absoluten 
Betrage nach ^ ^TT^' ^ ist; wie solches aus der Definition von M und TT"'* unmittelbar 
ersichtlich. Somit folgt: 

(43.) F« F(i) PJl) + e • 4ÄD'*' ^ + «■' . M^l' ^ , 

wo d-' ebenfalls ein ächter Bruch ist. Endlich gelangt man durch Substitution der 
Werthe (40.), (43.) in die Formel (39.) zu folgendem Resultat: 

Tierter Satz. — Ist die Function F{(i) im Intervall /x ^ .... 1 ahtheilungs- 
tveise stetig und ahtheilungsweise monoton^ bezeichnet man ferner die Anzahl 
ihrer monotonen Äbtheilungen mit h, und ihren absolut grössten Werth für j» = .... 1 
mit M, so gilt die Formel: 

(44.) iF(iJL) P;(pi) dft « F(l) P^(l) + & . 4ÄD^' 1 + e . (4Ä + 1) itfn^ . 



Hier bezeichnet ß eine der Bedingung < /3 < 1 entsprechende, sonst aber willkürlich 

zu wählende Constante; und von dieser Constanten abhängig sind die Grössen D^'^ und 

TT^'^. Erstere bezeichnet nämlich den absolut grössten Werth der Differenz [F(ji) — i'Xl)] 

für das Intet^all ft = /J . . . . 1 ; und letztere bezeichnet [in vollem Einklang mit unseren 
früheren Festsetzungen, Seite 84] den absolut grössten Werth von P (ft) im Intervall 
^ = . . . . j3. Endlich sind d" und 9 unbekannte ächte Brüche. 

In analoger Weise wird sich ofi'enbar das betrachtete Integral auch dann behandeln 
lassen, wenn es nicht von bis (+ 1); sondern von bis ( — 1) hinerstreckt ist. In 
der That gelangt man hierbei, wie leicht zu übersehen ist, zu folgendem Satz: 

Fünfter Satz, — Ist die Function F(fi) im Intervall ^ = — 1 .... abthei- 
lung^weise stetig und abtheilungsweise monoton, bezeichnet man ferner die 
Anzahl ihrer monotonen Abtheilungen mit ,h, und ihren absolut grössten Werth im ganzen 
Intervall /i = — 1 .... mit M, so gilt die Formel*): 
— 1 

(45.) JFifi) P;{ti) d^ = JP(- 1) P„(- t) + ^ . AhD- ''^+Q- {Ah + 1) 3f^°'^ 



Hier bezeichnet a eine der Bedingimg — 1 < a < entsprechende ^ sonst aber willkürlich 
zu wählende Constante. Ferner repräsentirtD"^'^ den absolut grössten Werth der Differenz 

\F{iL) — F{— 1)] für das Intervall fi = — 1 a; während TT^'® die früher (Seite 84) 

ein für allemal festgesetzte Bedeutung hat. Endlich sind %^ und unbekannte ächte Brüche. 



*) Hier ist offenbar P„(- 1) =- (— 1)", ebenso wie in (44.) das P-(l) « 1 ist. 



r 
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Dass man, durch geeignete Benutzung der beiden letzten Sfttze (44.) 
und (45.), mit Leichtigkeit zum früheren Satze (28.) Seite 87 zurückgelangen 
kann, liegt auf der Hand. — Ohne hierauf weiter einzugehen, wollen wir 
sogleich zu einem letzten Satze uns hinwenden, der ebenfalls f&r die nach- 
folgenden Untersuchungen von Gewicht ist. Derselbe lautet: 

Sechster Satz. — Bezeichnet n irgend eine der Zahlen 0, 1 , 2 , 3, .... , 
so gilt stets die Formel: 

(46.) Po(f*) + 3P, (^) + öP.Cfi) • • • + (2n + 1) P„ W = P;((i) + P^ + ifft) , 

tvo die Accente rechts die Differentialquotienten nach y, andeuten sollen. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich leicht mittelst der bekannten 
Formel : 

(f.) (2n + l)PJ^)-P„'^.i(fi)^P^_i(fi). ♦) 

Beachtet man nämlich, dass Po(f^) = 1> mithin Podi) = ist, so ei^eben 
sich aus dieser Formel (f.) für ^ = 1 , 2 , 3, . . . . die . im nachfolgenden 
System in (b.), (c), (d.), .... aufgeführten Gleichungen: 

(a.) . Por^)-P,V), 

(b.) 3 p, (^) - p;(^) , 

(c.) 6P,w-p,V)-.p,'Ci^), 

(d.) . 7P,(m)-P;(^)-P,'(^), 

etc. etc. 

Die in (a.) aufgeführte erste Gleichung dieses Systems bedarf offenbar keines 
weiteren Beweises; denn es ist ja Po(f*) = 1? ^iid Pi(f*) = f«. — Aus diesen 
Gleichungen (a.), (b.), (c), (d.), . . . folgt nun aber durch successive Additionen: 

(a.) Po(/*)= Po'(^) + Pi'W, 

(a.) +'(b.) Po(/*) + 3 P, (ft) - P/(fi) + P,'(f*) , 

(a.) + (b ) + (c.) PoM + 3 P, r^) + 6 P,(ti) « P,'(^) + P,X(i) , 

(a.) + (b.) + (c.) + (d.) P,(^) + 3 Pjffi) + 6 P,(fi) + 7 P,(^) - P,'(^) + P;(^) , 

etc. etc. 

und diese Formeln repräsentiren den zu beweisenden Satz. 

§ 2. 
lieber die Entwicklung nach Eugelfanotionen. 

Auf einer Kugelflftche vom Radius Eins mögen zwei Pole, der Nord- 
und Südpol^ festgesetzt, und die Coordinaten eines beliebigen variablen Punctes 
mit G), (f bezeichnet werden. Und zwar sei o die sphärische Entfernung des 
Punctes vom Nordpol, andererseits (p das Azimuth der Meridianebene des 



*) Vgl. F, Neumann: Betträge zur Theorie der Kugelfunctionen (Teuhner, 1878) Seite 61, (II.). 
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Pünctes gegen irgend eine feste Meridianebene*). , Ferner sei cos© = fi. 
Denkt man sich also auf dieser Kugelfläche irgend eine Function 

(1.) /"(fi, qp) oder /"(COBO», qp) 

ausgebreitet, so wird der Werth dieser Function im Nordpol = /*(!, qp), und 
ihr Werth im Südpol = f{ — 1 ^ fp) sein. Ist die Function im Nordpol stetig, 
so wird offenbar /*(!, <p) eine völlig bestimmte, also von 9? unabhängige 
Grösse sein. Analoges gilt für den Südpol. 

Beschreibt man femer um den Nordpol einen Kreis mit dem sphärischen 
' Badius qj, also einen sogenannten Parallelkreis, so wird das arithmetische 
Mittel F derjenigen Werthe, welche die gegebene Function (1.) längs dieses 
Parallelkreises besitzt, nur von jenem sphärischen Badius o abhängen können, 
und demgemäss etwa mit jP(cosö) oder F{n) zu bezeichnen sein. Reprä- 
sentirt da das beim Puncte (03, (p) gelegene Bogenelement des Parallelkreises, 
so ist offenbar 

■c^^ X ffCcoBoD, w)da 

Jdo 

beide Integrationen hinerstreckt gedacht über den ganzen Parallelkreis. Nun 
ist der eigentliche Baditis dieses Kreises = sine», mithin da = {sino}) dq?. 
Substituirt man aber diesen Werth für da, hebt sodann durch sino, und 
führt endlich die Integration im Nenner wirklich aus, so erhält man: 

(2a.) F(co8cd)=-— //"(cos 00, (p)d<py 



oder, was dasselbe ist: 

(2b.) ^^^^^^Jf^^^ ^^'^'P' 



Beiläufig sei noch bemerkt, dass der Ausdruck 

(3.) lim„^o JF'Ccosfli) = lim^ = i F(^) 

ZU bezeichnen sein wird als das arithmetische Mittel deijenigen Werthe^ 
welche die gegebene Function f besitzt längs eines um den Nordpol beschrie- 
benen unendlich kleinen Kreises. — — Dies vorangeschickt, gehen wir über 
zu unserer eigentlichen 

Aufgabe. — Nach unseren früheren, aber sehr unsicheren Betrachtungen 
(Seite 14) ist jede Function /'(ft, y) entwickelbar nach Kugelfunctionen , näm- 
lich in einem beliebigen Puncte ((ij, <f^) darstellbar durch folgende Formel: 

(4.) /"(fii, 9^'^='""» = aP4^J Jfil^y qp)(^(2n+l)P„(cosy) Jditidg,, 



--1 . X 



*) Selbstverständlich ist jede solche MeridiaDebeue als eine Hdlbebene anzusehen. 
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WO y den sphärischen Abstand zwischen den Puncten {\i , qp) und (fii , y^i) , d. i. 
zwischen den Puncten (oj, ^) und (oj^, ()pi) vorstellt; so dass also 

(5.) cosy =s COBO) cosfiOf -f- Bina 8inco| cosfcp — qpj) 

-= ^/*i + ^1 — ft* ^^1 — f*i' C0S(9 — qpi) 

ist. — -Es /ra^i sich nun^ ob und in wdclien Fällen jene Formel (4.) wirUich 
correct ist. Und zu diesem Zwecke ist das in jener Formel auftretende Integral 

4-1 2ä , . 

(6.) ^«^4^J eA^'*' V)li{^n+l)P^(cOBy)\dfidq> 

einer genaueren Untersuchung zu unterwerfen. Um dabei sicher zu sein, 
dass dieses Integral sich wirklich ausführen lässt, wollen wir von vornJierein 
annehmen, die Kugel fläche könne durch irgendwelche Curven, resp. durch irgend 
welches Netz von Curven in eine endliche Anzahl von Theüen zerlegt werden, 
der Art, dass die Function 

auf jedem solchen Theil stetig ist*); und ausserdem annehmen, die Biegung 
jener Curven sei abtheilungsweise stetig und abtheilungst4^eise monoton"^). 
Dies vorausgeschickt^ beginnen wir nun zunächst mit dem 

Specialfall 9 dass der gegebene Punct (fti, ^pi) oder («i, fpi) gerade im 
Nordpol liegt, dass also «1 = 0, mithin (tj = 1 ist. Alsdann wird nach (5.) 
offenbar: cosy = fc; so dass also das zu untersuchende Integral (6.) die Ge- 
stalt annimmt: 

Hieraus folgt mittelst des Satzes, Seite 91: 

— 1 



*) Um diesen Begriff der Stetigkeit festzustellen, sei folgendes bemerkt: Sind 9(, $, d, !D, . . . 
diejenigen Theile, in welche die Eugelfläche durch jene Cnrven resp. durch jenes Curvennetz zerlegt 
ist, 80 kann man füglich sprechen von den ^-Werthen der Function /*(fi, 9), ebenso yon ihren 
SB-Werthen u. s w., indem man z. B. unter den 2(-Werthen diejenigen versteht, welche auf dem 
Theile % sich vorfinden. Markirt man nun auf % (einerlei ob im Innern oder am Bande von $t) 
irgend welchen Punct or, so nenne ich die ^-Werthe im Puncto a stetig, sobald ihre Schwankung 
innerhalb eines um a beschriebenen Kreises, durch Verkleinerung dieses Kreises, unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden kann. Sind femer die $l-Werthe stetig in jedwedem 
Punct «des Gebietes ^, so sage ich kurzweg, jene Werthe seien auf% überall stetig, oder noch ein- 
facher, die gegebene FuHction fi^, tp) sei auf ^ überall stetig, 

**) Durch diese Bestimmungen wird festgesetzt, dass eine solche Curve weder unendlich viele 
Ecken, noch auch unendlich viele Oscillationen besitzen solle. 
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also durch Einführung der auxiliaren Function Fiy), [vgl. 2 b.)]: 

(9.) s^ « ijFw [p; (fi) + p; + 1 (f*)] dfi . 

Hieraus aber folgt weiter, falls jene auxiliare Function F{n) im Intervall 
(1 = — 1 .... + 1 dbtlmlungsweise stetig und abtheüungsweise niofwtmt ist, 
mittelst des Satzes Seite 87: 

.(10.) lim„ = • -J?« = 4 [FW + (- If + ' F(~ 1)] + i [F(l) + (- ir + ' -P(- 1)] , 

oder, was dasselbe: 

(11.) lim^^,Ä„ = F(l), 

oder, noch ein wenig anders geschrieben: 

WO gegenwärtig der Ausdruck rechts [vgl. (3.)] zu bezeichnen sein wird als 
das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welcJie die gegebene Function f{ii, 9?) 
besitzt längs eines unendlich kleinen um den Nordpol beschriebenen Kreises. 
Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Ist auf einer Kugelfläche vom Radius Eins irgend weldie 
den Voraussetzungen (93.) Seite 93 entsprechende Function f{yi^ y) ausgebreitet, 
und setzt ma7i: 



^^klp^'^^'i^'"'' 



so wird dieses S^ bei wachsendem n gegen eine bestiminie feste Grenze cmivergiren. 
Und zwar ist diese Grenze dargestellt durch das arithmetische Mittet derjenigen 
Werthe, welche f{ii, y) besitzt längs eines um den Nordpol ((i = 1) beschriebefien 
unendlich kleinen Kreises. Will man dieses Theorem mittelst einer Formel aus- 
drücken, so hat m^n [ebenso wie in (2 b.)] die Functimi 

in 
ü 

einzuführen, und sodann [ebenso wie in (12.)] zu schreiben: 

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anwendbar, 
wenn die au^cäiaf'e Function 

im Intervall fi = — 1 . . . + 1 abtheilungsweise stetig und abtheilungs- 
tveise monoton ist*). 



*) Man vgl. die beim Uebergange von (9.) zu (10.) gemachte VorauBaetsang. 
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Allgemeiner FalL — Statt des speciellen S^ (7.) soll jetzt das allgemeine 
S^ (6.) betrachtet werden. Setzt man wie früher (a = cosoj, und setzt man 
überdies zur augenblicklichen Abkürzung: 

^ ^ (2« + 1) ^n(cosa>) = A„(a)) , 



(13.) 




n 



so wird offenbar: 



mithin : rzr ^ ('•^ w + P« (<^oa y) = A^ (y) , 

4-1 in 



-SS- 



das specielle 8=^1 1 A^(a)) • /*(/*, g?) (?jt4 e^g? , 



(U.) 



1 
-4-1 2ä 



und das allgemeine 5^ a» I 1 A^ (y) ■ /'(fi, 9) d|Li dg? . 

— 1 



Wir sehen, dass diese beiden S^ schon äusserlich nur wenig von einander 
unterschieden sind. Um die Sache noch deutlicher hervortreten zu lassen, 
wollen wir für den Augenblick uns vorstellen, die Function /*((!, 9?) re- 
präsentire die Dichtigkeit einer auf der Kugelfläche ausgebreiteten Massen- 
belegung. Alsdann repräsentirt offenbar /*((/, ff)d[id(p ein Massenelement 
(nämlich diejenige Masse, welche auf dem Flächenelement clfi dcp vorhanden 
ist). Die Integrale S^ (14.) repräsentiren also die Summe alF dieser Massen- 
elemente /'(fi, 9:) d{i d^^ jedes noch multiplicirt mit dem zugehörigen Werth 
von A„(o3) oder A„(y). Es unterscheiden sich also die beiden Integrale nur 
dadurch von einander, dass im ersten jedes Massenelement multiplicirt ist 
mit der Function A„, dieselbe bezogen gedacht auf den sphärischen Abstand 
oj des Elementes vom Nordpol', während im letztern jedes Massenelement mit 
demjenigen Werthe der Function A„ multiplicirt sich findet, welchen dieselbe 
besitzt für den sphärischen Abstand y des Elementes vom festen Puncte (fi^, {f^). 

Mit anderen Worten: Jedes der beiden Integrale S^ (14.) ist abhängig 
von einem gewissen festen Puncte; und der einzige Unterschied zwischen 
ihnen besteht darin, dass dieser feste Punct im einen S^ die Lage des Nord- 
pols , im andern hingegen die Lage ({ti, 91) besitzt. Blicken wir also zurück 
auf den für das erstere S^ erhaltenen Satz (Aa., /?., y.), so erkennen wir 
sofort, dass für das letztere S^ folgender analoge Satz gelten muss: 

Theorem. — Bezeichnet fi^i, (p) eine auf der Kugel fläche vom Radius 
Eins ausgebreitete und den Voraussetzungen (93.) Seite 93 entsprechende Function^ 
bezeichnet ferner y den sphärischen Abstand des Punctes (fi, 9) von einem ge- 
gebenem festen Punct (fii, (pi), und setzt man: 



(ßa.) 



"^n = ^^J JfiP' . ^) (^ (2n + 1) P„ (COS Y)jdfidq>, 
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SO wird dieses S^ bei ivachsendem n gegen eine bestimmte feste Grenze convergiren. 
Und zwar wird diese Grenze dargestellt sein dttrch das arithmetische Mittel der- 
jenigen WerthSy welche f{^, (p) besitzt längs eines um den festen Punct (fti, ^i) 
beschriebenen unendlich kleinen Kreises, — Denkt man sich also um jenen 
Punct (fii, 9i) zunächst einen endlichen Kreis beschrieben vom sphärischen 
Radius q, setzt man ferner cosp = ^, und bezeichnet man endlich das arith- 
metische Mittel derjenigen Werthe, welche f{\i, (p) längs dieses Kreises besitzt y mit 

iß.) F{cosq) oder F(^) , 

SO gilt die Formel: 

(y.) limn = co^»-li"c = i^(S). 

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller SicherJieit nur dann anwendbar, 
wenn die Function 

(^.) F{i) 

im Intervall ^ = — 1 .... +1 abtheilungsweise stetig und abthei- 
lungsweise monoton ist. 

Ist die gegebene Function /*((x, qj) auf der Kugelfläche überall stetig, so 
wird offenbar das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welche sie längs 
eines um den Punct (fii, 9:1) beschriebenen unendlich kleinen Kreises besitzt, 
nichts Anderes sein als ihr Werth in jenem Puncte, also identisch sein mit 
fiihj 9^1); so dass also das vorstehende Theorem in diesem Fall die Gestalt 
annimmt: 

Dies aber ist die zu prüfende Formel Seite 92 (4.), oder mit anderen Worten 
diejenige Formel^ durch welche die Entwicklung von f^iu xpi) nach Kugel- 
functionen dargestellt wird. Demgemäss ivird man also sagen können, dass 
jene Entwicklung einer gegebenen Function nach Kugelfunctionen im Allge- 
meinen convergent und gültig sei, falls mir die Function den Bedingungen (93.) 
Seite 93 entspricht. Will man allerdings die hierfür noth wendigen Bedingungen 
nicht im Allgemeinen, sondern mit tvirklicher Genauigkeit haben, so wird noch 
hinzuzufügen sein die oben in (d.) aufgeführte Bedingung. 

Diese Bedingung (d.) ist offenbar eine sehr ungeschickte imd unbequeme. 
Denn will man z. B. wissen, ob das Theorem (B«., /J., y.) auf eine gegebene 
Function f(a^ (p) und einen gegebenen Punct (fii, yO anwendbar sei, so hat 
man zunächst die diesem Punct entsprechenden Parallelkreise zu construiren, 
für diese Parallelkreise die Function F{^) zu bilden, und endlich zu unter- 
suchen, ob diese letztere der Bedingung (d.) entspricht. Doch giebt es 
einzelne Fälle, in denen man diese Untersuchung leicht durch geometrische 
Anschauung absolviren kann. 
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Erstes Beispiel. — Auf der Kugelflache sei irgend eine Kreisperipherie'^) 
gegeben, und die Function /'(fi, <p) sei innerhalb dieser Peripherie constant, 
etwa = C, und ausserhalb derselben = 0. Ferner liege der gegebene Punct 
(f*i } y i) öw/* dieser Peripherie , etwa im Puncte 1 der untenstehenden Figur. 
Alsdann sind die arithmetischen Mittel von f{u, (p) zu untersuchen für die 
mit irgend welchen sphärischen Radien 9, q\ 9", . . . um jenen Punct 1 
oder (fii, qpi) beschriebenen Parallelkreise; dabei sei insbesondere q' der Radius 
desjenigen Parallelkreises, welcher die gegebene Peripherie gerade berührt. 

Was den in unserer Figur gezeichneten Kreis (9) betrifft, welcher die 
gegebene Peripherie in den 
Puncten a und b schneidet, — 
so sind offenbar die Werthe von 
f{^y (f) längs dieses Kreises (q) 
zwischen a und b gleich C, und 
sonst gleich 0. Demgemäss ist 
das arithmetische Mittel dieser 

Werthe = (7 / , wo r den 

Winkel (alb) vorstellt. Nach 
unserer in (ß.) eingeführten Be- 
zeichnungsweise ist also 

(15.) F^ Fcosq) = C --• 

Durchmustern wir nun die in Rede stehenden Parallelkreise der Reihe nach, 
indem wir zunächst q von bis p' wachsen lassen, so wird offenbar r [vgl. 
die Figur] in beständigem Abnehmen begriffen sein von :^ bis 0; und Gleiches 
also auch gelten von dem arithmetischen Mittel F (15.). Lassen wir sodann 
Q weiter wachsen von q' bis :r, so wird offenbar F beständig sein. Die 
Function F{qosq) ist also für 9 = .... 9' im beständigen Abnehmen, und 
für Q = q\ . . . :t in beständigem Nullsein begriffen. Oder anders ausgedrückt : 
Die Function F{^ ist in beständigem Abnehmen für ^ = 1 . . , . ^\ und in 
beständigem Nidlsein für ^ = ^'. . . . ( — 1). Wir sehen somit, dass diese 
Function F{^) im Intervall ^ = — 1 • • • • + 1 nioht nur stetig, sondern 
auch monoton ist. 

In ähnlicher Weise erkennt man leicht, dass die Function F{X) für 
l = — 1 . . . . + 1 stetig und abtheihingsweise monoton ist, wenn der Punct 
(jti , y 1) nicht atif, sondern innerhalb oder ausserhalb der gegebenen Peripherie 

*) Diese Kreisperipherie wird im Allgemeinen ein sogenannter kleiner Kreis sein; und ihr 
Mittelpunct mag eine beliebig gegebene Lage, etwa die Coordinaten (/Ltoi 9o) besitzen. 
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liegt. Demgemäss ist also das allgemeine Theorem (6.) Seite 95 auf den 
vorliegenden Fall anwendbar^ und zwar für beliebige Lagen des Punctes ((ii , ipi). 
Und man gelangt daher, falls man die Constante (7=1 macht, zu folgendem 
Resultat. 

Bezeichnet 3 denjenigen Theil der Kugdfläche , welcher umschlossen wird 
von einer gegebenen Kreisperipherie, bezeichnet ferner (fi., 9:) einen variablen 
Punct der Fläche 3, und y den sphärischen Abstand dieses Punctes von einem 
gegebenen festen Punct (fti, (fi), so wird das über 3 ausgedehnte Integral: 

(16.) s, -i-^-JJiß^'^'' + 1^ ^n«^o«y)) ^^ ^<P 

mit wachsendem n gegen 0, i^ oder 1 convergiren, je nachdem der Punct (}ii, 9-1) 
ausserhalb 3^ ^^/^ ^^ Grenze von 3^ oder innerhalb 3 l^^gt* 

Zweites Beispiel. — Auf der Kugelflache mag innerhalb der eben be- 
trachteten Kreisfläche 3 eine zweite Kreisfläche Ä construirt werden (deren 
sphärischer Mittelpunct im Allgemeinen von dem der Fläche 3 verschieden 
sein soll); femer mag die ringförmige Fläche (3 — Ä) mit 91 bezeichnet, und 
das über 91 ausgedehnte Integral 



Ä\-4^yy (J^(2n + l)P^(c08y)) dy. dq> 



betrachtet werden; wo y den sphärischen Abstand des Punctes ((i, (p) von 
irgend einem festen Punct (^1, ^^i) vorstellen soll. 

Oflenbar kann man dieses Integral S^ als die Differenz zweier Int^rale 
auffassen, von denen das eine über 3? das andere über it sich ausdehnt; 
und gelangt somit durch Anwendung des Satzes (16.) zu folgendem Resultat : 

Bezeichnet 9t denjenigen ringförmigen Theil der Kugdfläehey wdcJier be- 
grenzt ist von irgend zwei einander nicht schneidenden Kreisen , ferner ((i, <f) 
einen variablen Punct dieser Fläche yt, und y den sphärischen Abstand des 
Punctes (fi, (f) von einem gegebenem festen Punct (fij, 9^,), so wird das über 
91 ausgedehnte Integral 

(17.) S,^^^JJ(^^{2n+\)PJco^y)^ dfi dg> 

mit unendlich wacJisendem n gegen 0, ^, oder 1 convergiren, je nacMem der 
Punct ((ii, (fi) ausserhalb dt, auf der Grenze von 91, oder innerhalb 9t liegt. 

Drittes Beispiel. — Auf der Kugelfläche sei ein von drei Kreisbogen*) 
begrenztes Dreieck gegeben; und die Function /*(fi, (f) sei innerhalb dieses 

*) Dabei soll dahingestellt bleiben, ob diese Bogen Theile von grossen oder kleinen Kreisen sind. 
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Dreiecks constant, = C, und ausserhalb desselben = 0. Liegt zunächst der 
Punct ((ii , yi) auf der Peripherie des Dreiecks (auf einer Seite oder in einer 
Ecke), und beschreibt man um (fii, (pi) als Mittelpunct irgend welche Kreise, 
so kann man leicht, mittelst einfacher geometrischer Betrachtungen^ zeigen, 
dass die diesen Parallelkreisen entsprechende Function F{^ stetig und ab- 
tJieilungsweise monoton, und dass also das allgemeine Theorem (ß.) Seite 95 
auf diesen Fall anwendbar ist. — Solches aber erkannt, ergiebt sich alsdann, 
mittelst der Methode der Superposition *) ^ sofort, dass dieses Theorem auch 
dann anwendbar ist, wenn der Punct (fii, 9),) innerhalb des gegebenen Drei- 
ecks, oder ausserhalb desselben liegt. 

Vom Dreieck kann man sodann, wiederum mittelst der Methode der 
Superposition , übergehen zu einem von irgend welchen Kreisbogen begrenzten 
Polygon. U. s. w. 

Bemerkung. — Diese Beispiele dürften hinreichend darthun, wie um- 
ständlich eine strenge Handhabung unseres allgemeinen Theorems (B.) selbst 
in einfachen Fällen ist. Es wird daher nicht überflüssig sein , diesem Theorem 
im folgenden § ein anderes zur Seite zu stellen, welches in seiner Anwen- 
dung bequemer ist. 

Zweite Bemerkung. — Das Integral (17.) gewinnt, falls man die beiden 
Begrenzungskreise der Fläche 91 mit zwei (dem Nord- und Südpol ent-. 
sprechenden) Parallelkreisen zusammenfallen lässt, die Gestalt: 

(18.) S„^~rj (^(2n + l)Pn(cosy)ji^rf<jP, wo - 1 < y < rf < 1 ♦*) 

wo P,(cosy) den Werth hat [vgl. (8.) Seite 13]: 

P„(C08y) = PJ(l) PjUt) +^SjA^jPnjif^) Pnj(f^i) ^OBJ(ip - (^t) . 

> = 1 

Durch Substitution dieses Werthes in (18.), und Ausführung der Integration 
nach (p ergiebt sich sofort: 

(19.) 5n = i/(^(2n+l)PJ^)P„(fii)jdft, wo -l<y<a<l. 



*) D. i. mittelst der in vorhergehendem Beispiel benutzten Methode. 

**) Man möge entschuldigen , dass hier ganz vorübergehend der Buchstabe y in zwei verschiedenen 
Bedeutungen gebraucht ist. Während nämlich das unter dem Cosinuszeichen stehende y seine gewöhn- 
liche Bedeutung hat: 

cos y = ^1*, + Kl — ^' Vi — f*!* cos (9 — qp,) , 

nämlich den sphärischen Abstand des Punctes (fi, qp) vom Puncte (|[A|, 91) vorstellt; — soll anderer- 
seits das als untere Integrationsgrenze auftretende y eine beliebig gegebene Constante repräsentiren, 
deren Werth übrigens zwischen — 1 und -j- ^ liegend zu denken ist. 

13* 
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Jieses Integral wird also [nach dem Satze (17.)] mit wachsendem « 
0, oder i, oder 1 eonvergiren, je nachdem der Punct ((i„ <p,) ausser' 
er von den beiden Parallelkreisen n = y und fi = ö begrenzten Zone 
er an der Grenze von 9t, oder endlich innerhüh 9t liegt. 
Hnd lüso y, «J zwei der Bedingung — \ <i y <_ d <i \ entsprechenäe Con~ 
t, so wird der Ausd/ruch 



li°'n = ./(j'^^^-(f)-P.(»'.)j'it'-li«n, = .y\ 



(fl Pt) I**» 

■ , oder t= -j , oder ^ l , oder ■- ^ , oder -^ 

je nachdem 

' f I < V» fdiT fi, ■- Y, oder y < f i < * i o^^ f i ■= * i "Ä**" * < f*i *^ * 

•abei soll das in (20.) angewendete A. nur zur AbtOrzung bei weiteren 

jhtmigen dienen. 

lieser Satz (20.) ist wesenüidi gebunden an die in ihm erwähnte Be- 

ag: — 1 •< y <C rf <C 1; z. B. nicht mehr richtig für y ^ — 1 , oder 

= + 1- In der That lehrt ein Blick auf die in (16.) angestellte Be- 

nng, dass der vorstehende Satz für den Fall y = — 1 dm-ch folgenden 

letzen ist. 

iezeichnet ä eine der Bedingung — 1 < rf < 1 entsprechende Constante, 

d 

lim, _„ I A,(fi,ft,)d(i— 1, oder —4, oder ■= sein, 

iei» —1 ;< Pi < *. oder it, = i, oder 4 < ft, < 1 ist. 

He (allerdings nur geringe) Discrepanz zwischen diesen beiden Sätzen 
t den Fall, dass die Constante (i, gerade gleich der unteren Integrations- 
! ist. Denn für diesen Fall liefert der Satz (21.) den Grenzwerth 1, 
nd derselbe nach Satz (20.) gleich i sein würde. — Analc^ mit (21.) 
t sich [wiedemm mit Rücksicht auf (16.)] auch folgender Satz: 
bezeichnet d eine der Bedingung — 1 < (f < 1 entsprechende Constante, 
d 

•""« = » /'^b(."' fi)<if= 0. orfer — ä, oder —1 sein, 

In« — 1 ^ Ml < * . <"'''■ f 1 ■" * I otfer S < fi, < l ist. 

äslich ei^ebt sich durch Addition von (21.), (22.) noch folgende Formel: 



= «yA,(j', f.)d 



für _ 1 ^ p, ^ i : 
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die man übrigens bei Weitem einfacher abzuleiten im Stande ist , indem man 
Rücksicht nimmt auf die für \{iiy fii) gegebene Definition [vgl. (20.)]: 

(24.) A„ffA,/i,) — 1^ 

Denn aus dieser Formel folgt durch Int^ration nach (i sofort: 

(25.) 

-^1 



I \(fi, ft,) dfi »= Po(l»i) , d. 1. « 1 . W. z. 2. w. 



Versucht man die yerschiedenen Formeln (20.), (21.), (22. )> (23.) einigermassen 
einheitlich mit einander zu verbinden, so gelangt man zu folgendem Satz. 

Theorem. — Sind y, 8 ewei der Bedingung — l^y<*<l entsprechende Ccn- 
stanten, so ist der Ausdruck 



d 

(26.) lim_ 



/(■ 



= , oder ■- \ [resp. =- 1] , oder =■ 1 , oder =- \ [resp. = 1] , oder =« , 

je nachdem 
— l<iiti<y, oder i»i = yi oder y<Mi<*, oder iU|=='^y oder *<fi|<l. 

Dabei ist alsdann hinsichtlich der in den eckigen Klammem beigefügten Äusnahmswerthe 
zu bemerken, dass der Äusnahniswerth 1 für ^^ = y nur dann eintritt, wenn y = — 1 , 
u/nd dass andererseits der für ft, = * angegebene Ausnahmswerth 1 nur dann in Kraß 
tritt, wenn d ^^ l ist. 

Beiläufige Bemerkung. — Man kann die Formel (25.) auch beweisen auf Grund 
des bekannten ChristoffeVsehen Satzes*). Nach diesem ist nämlich die Reihe (24.) 
summirbar durch den Ausdruck: 

(27.) AJ^, fi.)--2 j;^^:^ 

Hieraus folgt durch Integration nach ii: 

+ 1 

(28.) /a„ (^, Mi) d^ = -**-±^ [- Q^ + ,(fi,) P, (fi,) + e« (^.) Pn + l(^.)] . 

■—1 

also mit Rücksicht auf eine von F. Neumann**) gegebene Formel: 



jK(f^, 



(29.) I K(f^f f^i) dfi « l . W. z. z. w. 

*) Christoffel: Borchardt'B Journal, Bd. 66, Seite 73. 

♦•) -F. Neumann: Beiträge zur Theorie der Kugelfunctionen (Leipzig, bei Teubner, 1878), Seite 
71, Formel (a.). 
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§ 3. 
Fortsetzung. 

Wir wollen hier unsere frühere Aufgabe (Seite 92) zum zweiten Mal 
behandeln, nur mit dem Unterschiede, dass wir bei Behandlung des Doppel- 
Integrales S^ zuerst die Integration nach fi, und hierauf erst die nach tp aus- 
fahren; während vorhin die Aufeinanderfolge die umgekehrte war. 

Das specielle S„ hat nach Seite 93 den Werth: 



-H 1 2ä / 

— 10 ^ 



(1.) ^n--^ f J f(f^^ V) \ 2i (2n + 1) Pjfi) ]d(ldq>, 


+ 1 2ä 

-10 

oder (was dasselbe) den Werth: 



(2.) S, 



%Tt< -^1 -f-1 ^ 



und hieraus folgt, falls man die beiden in der geschweiften Klammer ent- 
haltenen Integrale mit T^ und T^ + i bezeichnet: 

wo also z. B. : 

Nimmt man nun an , dass f{\i , (p) bei festgehaltenem tp abtheüungsweise stetig 
und abtJieüungsweise monoton sei für das ganze Intervall (t = — 1 . . . + 1 , 
so ergiebt sich mittelst eines früheren Satzes (Seite 87): 

Hieraus folgt durch Multiplication mit d(p und Integration: 

(6.) /(lim« = 00 ^«) afp =- /Va. 9) dtp + (~ lf + ^Jf(- 1, «p) dg,. 



oder, was dasselbe ist: 

(7.) lim^ ^ Tr, dcp « /7(1 , <P) dy + (-!)• + ^ /-A- l,q>)dq>. 



In analoger Weise wird offenbar: 
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2n in in 

(8.) 

ö ö 

Nunmehr folgt aus (7.), (8.) durch Addition und mit Rücksicht auf (3.): 



%n in in 



2n 

(9.) Hra 

'• zw 





oder, was dasselbe ist: 



in 



(10.) Ü««n = «Ä«-^^^-J(lim^ = lAf*, 9))cl9, 



oder, noch ein wenig anders geschrieben: 

in 

(11.) l»»iU = oo 'S^* = li^n^ = i JiJ f(f^* 9)<^9. 

u 

Substituirt man hier für S^ seine eigentliche Bedeutung (1.), so gelangt man 
zu folgendem Satz: 

Theorem. — Bezeichnet f^ij 9?) eine den Voraussetzungen (93.) Seite 93 
entsprechende Function ^ so wird der Ausdruck 

+ 1 in / ^ N 

(A.) lim, = « ^ j /V(a, q>)l^{2n + 1) Pjf,) j dfi, dq> 

gleich sein dem arithmetischen Mittel derjenigen Werthe^ welche fi^iy 9) lesitzt 
längs eines um den Nordpol (ft = 1) beschriebenen unendlich Meinen Kreises. 

NB. Dabei wird jedoch vorausgesetzt y dass die Function f^^L, (f) abthei- 
lungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sei längs eines jeden 
der V07n Nordpol zum Südpol hinlaufenden Meridiane"^). 

Dieses Theorem (A.) steht parallel mit imserem früheren Theorem (A.) 
Seite 94, \md unterscheidet sich von jenem nur dadurch, dass hier die Vor- 
aussetzungen einfacher sind als damals. Denn sie betreflfen hier direct die 
gegebene Function f{^iy y); während sie damals eine gewisse andere , erst 
aus /'(fi, <p) abzuleitende Function F{^) betrafen. 

In ähnlicher Weise, wie wir damals vom Theorem (A.) zum Theorem 
(B.) gelangten, in ganz derselben Weise werden wir offenbar vom Theorem 
(A.) hingelangen können zu folgendem Theorem (B.): 

Theorem. — Bezeichnet /*(ft, 9:) eine den Voraussetzungen (95.) Seite 93 
entsprechende Function^ und bezeichnet ausserdem y den sphärischen Abstand 
des variablen Punctes (ji, 9?) von irgend einem festen Punct (jii, 9)1), so wird 
der Ausdruck 



*) In der That haben wir diese Voraussetzung eintreten lassen beim Uebergange von (4.) zu (5.). 
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(B.) lim,.^«, 



4 



^^ f jf^^^ 9>) ( ^ (2n + 1) P„ (COS y)j(lMciy 



^fZeicÄ sem dem arithfnetischen Mittel derjenigen Werfhe, welche /*((*, g?) 6esi<^/ 

ZÄwjfS eines um den festen Punct {{ii , (pi) beschriebenen unendlich kleinen Kreises. 

NB. Dabei wird, falls man den zu (fii, ^i) diametral gegenüberliegenden 

Punct mit ((i,, 9^2) bezeichnet, vorausgesetzt, dass die Function /*((*, y) abthei- 

lungsweise stetig und abtheilungsweise monoton sei längs eines jeden 

der von (fti., <3Pi) nach (ji^, 9)2) laufenden Meridiane. 

Mangelnde Strenge. — Beim Uebergange von (10.) zu (11.) haben wir ohne 
Weiteres behauptet; dass 

(x.) lim^ - 1 / Ru , tp) dq>= I nim^-i fifi , q>)j dtp 



sein müsse ; — was ofifenbar doch noch eines Beweises bedarf. — Ebenso haben wir 
beim Uebergange von (6.) zu (7.) ohne Weiteres behauptet; dass 



sei; was offenbar ebenfalls zweifelhaft erscheint. Demgemäss kann die mittelst dieses 
Ueberganges erhaltene Formel (7.): 

(y.) 

00 —1 

keinen Anspruch auf Zuverlässigkeit erheben. 

Wir werden daher im folgenden § diese zweifelhaften Formeln (x.) und (y.) von 
Neuem in Untersuchung zu ziehen haben. 

§4. 

Prüfung zweier im vorhergehenden § gemachten SohluBsfolgernngen. 

Um zu zeigen, dass das Theorem (A,), trotz der soeben erhobenen Bedenken, 
güUig ist, werden wir zunächst die jenem Theorem zu Grunde liegenden Voraussetzungen 
zu recapitulireU; und deren Üonsequenzen zu entwickeln haben. 

Die Yoraussetzungen des Theorems (A.) zerfallen in die allgemeinen Voraus- 
setzungen (3}.); ^^^ ^^ gewisse andere specieü den Nordpol der Eugelfläche betreffende 
Annahmen. Es soü nämlich erstens die Kugelfläche durch irgend welche Curven resp. 
durch irgend welches Netz von Curven in eine endliche Anzahl von Theilen 21, 35, C?, 
S), . . . zerlegbar sein, der Art, dass die gegebene Function 

auf jedem solchen Theil stetig ist; auch soll die Biegung jener Curven abtheilungs- 
weise stetig und abtheilung sie eise monoton sein. Hieraus folgt, im Vorbeigehen 
bemerkt, dass der absolut grösste Werth der Function auf der Kugelfläche ein endlicher 
sein wird; derselbe mag M heissen, was angedeutet werden mag durch die Formel 
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(1 a.) M = Max abs f(fi , cp) . 

Zweitens soU, was spedeü den Nordpol betrifft, die gegebene Function 

(2.) fifi, y) 

abtheilungsiveise stetig und abtheilungsweise monoton sein längs eines jedefi 
der vom Nordpol zum Südpol laufenden Meridiane, Lässt man also den Punct (ft, tp) 
längs eines ^c^feJenm Meridians q> zum Nordpol (fi = 1) wandern, so wird die Function 
/■(ft, g?) daselbst mit einem bestimmten endlichen Werth eintreffen, der zu bezeichnen 
sein wird mit 
(2a.) f[\, <p) = lim^ = 1 Af* , qp). 

Doch kann dieses /'(l, tp) verschieden sein für verschiedene 9, d. i. für verschiedene 
Meridiane; wie solches z. B. der Fall sein wird, wenn der Nordpol (/tt = 1) auf einer 
der bei (1.) erwähnten ünstetigkeitscurven liegt, oder gar in einem Knotenpunct des 
von jenen Curven gebildeten Netzes sich befindet. Offenbar wird' nämlich das /'(l, q>) 
ebenso viel verschiedene Werthe haben, als Theile 2t, 35, 6, J) ... im Nordpol 
zusammenstossen, [vgl. die bei (1.) eingeführte Bezeichnung]. 

Ferner wird man, wie aus der Voraussetzung (2.) folgt, vom Nordpol aus auf 
jedem Meridiane ein Meines Stück abzuschneiden im Stande sein, der Art^ dass /*(/£, 9) 
längs dieses Stückes stetig ist. Ob aber diese im Nordpol den einzelnen Meridianen 
entsprechende Stetigkeit für alle Meridiane einen gleichmässige^t Charakter hat, erscheint 
fraglich, um näher hierauf einzugehen, betrachten wir diejenige Strecke eines ge- 
gebenen Meridians 9, welche zwischen dem Nordpol ft = 1 und irgend einem Parallel- 
kreise (i = ß liegt, und bezeichnen die Schivankung der Function f{^, cp) für diese 

Meridianstrecke mit D^' ^ Oder genauer ausgedrückt: Wir bezeichnen, falls q> und ß 
gegeben sind, mit D^'^ den grössten Werth, welchen der Ausdruck 

(3.) abäLZ-Ciii, 9) -AI. qp)] 

für das gegebene q> und für /3 < ft ^ 1 anzunehmen im Stande ist; was angedeutet sein 
mag durch die Formel: 

(4.) i>^' ' «= Max^^ ^ ^^ 1 abs [ A.« , qp) - /"(l , qp)] . 

Durch Verkleinerung des Parallelkreises fi = j3, d. i. durch ein Anwachsenlassen 

seines Parameters ß gegen 1, wird alsdann die Schwankung 2> ' für einen gegebenen 

Meridian tp unter einen beliebigen Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden können; wie 
solches unmittelbar folgt aus der Voraussetzung (2.). Ob man aber durch eine solche 

Pröcedur (nämlich durch ein Anwachsenlassen von ß gegen 1), jene Schwankung 2>^' 

simultan für dlU Meridiane unter einen gegebenen Kleinheitsgrad hinabzudrücken im 
Stande ist, — erscheint fraglich. Ja wir können sogar mittelst eines einfachen Bei- 
spieles zeigen, dass diese Frage im Allgemeinen verneinend zu beantworten ist. 

Es sei z. B. auf der Kugelfläche eine sphärische Ellipse gezeichnet, deren Peripherie 
den Nordpol berührt; und die Function /"(ft, g?) der Art gegeben, dass sie innerhalb der 
Ellipse überall constant, etwa = 100, und ausserhalb derselben überall = ist. Lässt 
man nun die um den Nordpol N{^ = 1) beschriebene Kreisperipherie (ft = ß) kleiner 

N e a m a n n , Entwicklungen. 1 4 
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und kleiner werden, mithin ihren Parameter ß mehr und mehr wachsen, so werden, 
wie weit man mit dieser Procedur auch fortschreiten mag, immer noch gewisse Radien 
NB der Kreisperipterie construirhar sein, welche auf ihrem Wege vom Nordpol zur 
Kreisperipherie die Ellipse schneiden, und für welche also die Schwankung D^' ^ gleich 

100 ist. — Es dürfte dieses Beispiel beson- 
ders instructiv sein: Einerseits nämlich 
sehen wir deutlich, dass die in Rede stehende 

Schwankung JD^' ^ für jedes einzelne q> 

durch Vergrösserung von ß beliebig klein 
gemacht werden kann. Andererseits aber 
sehen wir, dass diese Schwankung durch 
eine solche Procedur simultan für aUe fp 

niemals unter 100 hinabgedrückt werden | 2V 

kann. — — Um nun weiterhin einiger- 
massen planmässig zu verfahren, ist die 
Unterscheidung mehrerer Fälle er- 
forderlich, je nachdem der Nordpol innerhalb eines derTheileSt, 33, 6, 2), . . ., oder 
auf der Grenze von zwei solchen Theilen, oder endlich im Zusammenstosspund mehrerer 
solcher Theile gelegen ist. 

L Fall: Der Nordpol liegt innerhalb Sl; ist also ringsum vom Rande des 
Theiles 91 durch irgend welche (wenn auch noch so kleine) Zwischenräume getrennt. 
Alsdann wird die Function f(fi, 9), weil sie auf % stetig ist [Voraussetzung (l.)]i diese 
Eigenschaft besitzen für jedweden innern Punct dieses Gebietes 21, also z. B. auch für 

den Nordpol. Und es wird also die mit D^* ^ bezeichnete Schwankung, durch ge- 
hörige Vergrösserung von /3, simultan für alle Azimuthe 9 unter einen beliebig gegebenen 
Eleinheitsgrad hinabgedrückt werden können *). 

IL Fall: Der Nordpol N liegt auf der Grenzcurve ztveier Flächentheile % und 
33; und zwar mag er (der grösseren Allgemeinheit willen) in einem Eckpund dieser 
Grenzcurve gelegen, und die Curve selber mit cNc bezeichnet sein (vgl. die Figur). 

Es seien Na und Na' die Tangenten der Curve im Puncte N\ femer seien Nsh 
und NsV zwei Secanten^ welche gegen jene Tangenten unter beliebig Meinen Winkeln 
ö und <y' geneigt sind. Durch diese von N ausgehenden Linien Na, Na\ Nsb, NsV 
(welche sämmtlich als grösste Kreise d. i. als Meridiane zu denken sind) wird alsdann 
der den Nordpol N umgebende Raum zerlegt in vier Sectoren: A, J? und 6, ö\ Die 
beiden letztern sollen diejenigen sein, welche den schon geneinnten sehr kleinen Winkeln 
ö und cf' entsprechen. Und von den beiden alsdann noch übrig bleibenden Sectoren 
soll der zu % gehörige mit A, der zu 33 gehörige mit B bezeichnet sein. 

Beschreibt man nun um den Nordpol JV(fi = 1) eine beliebige (in der Figur nichi 

gezeichnete) Kreisperipherie (f* = /3), so kann offenbar die Schwankung D^^ durch 

Vergrösserung von ß simultan für alle Meridiane (p des Sectors A unter einen beliebigen 
Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden; — denn die Function f{fL, (p) ist ja auf 91, mithin 

*) Vgl. die erste Note Seite 93. 
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auch auf A stetig [Voraussetzung (1.)]. Analoges gilt für die Meridiane des Sectors jB; 
und folglich auch für die Gesammtheit aller theils zu A theils zu B gehörigen Meridiane, 
Um die Hauptsache herrorzuheben: Sind zwei positive Grossen ö und a' von 
beliebiger Kleinheit gegeben, so lassen sich von der Umgebung des Nordpoles N stets 
zwei Sectoren mit den Winkeln a und 
<r' absondern, der Art, dass die Schwan- 
kung D^ *, durch Vergrösserung von ß, 

simultan für alle nach Absonderung jener 
Sectoren noch übrig bleibenden Meridiane 
unter einen beliebigen Kleinheitsgrad bin- 
abgedrückt werden kann. 

IIL Fall: Der Nordpol ist ein Zu- 
sammenstosspunct von 3 Theüen 2t, 5ß, 6, 
oder von 4 Theilen 91, 93, 6, S), u. s. w. 
In diesem Fall wird offenbar ganz Ana- 
loges zu bemerken sein, wie im vorher- 
gehenden Fall, nur mit dem Unterschiede^ 
dass die Anzahl der abzuscheidenden 
kleinen Sectoren eine grössere ist, näm- 
lich eben so gross sein wird, wie die An- 
zahl jener im Nordpol zusammenstossenden 
Flächentheile. — Jetzt endlich können 
wir übergehen zu unseren eigentlichen 
Aufgaben. 

Erstens: Strengere Ableitung der 
Formel (x.) Seite 104. Beschreibt man 
um den Nordpol (ft = 1) eine kleine 
Kreisperipherie (ft = /3), und bedient man sich der Bezeichnung (4.): 

(6.) Max^=^. i ab8 [/"(f*» ^) - fO^ » "P)] - ^^ '» 

so gilt für alle dem Intervall /3 . . . . l angehorigen Werthe von ft die Formel 

(6.) abs[/'(^, 9) -/•(!, <p)] < D^'S für |S ^ ^ < 1. 

Und hieraus folgt durch Integration*): 

(7.) ab8r|^/*(^, qp)-/'(l. 9)]d9 <: jD^^^'dtp, für p < ^ ^ 1. 

u 

Entspricht nun die Function /*(f*, (p) im Nordpol dem L Fall (Seite 106), so karfn die 

Schwankung D^ ^ durch Vergrösserung von ß simultan für sämmtliche Meridiane (p 

unter einen beliebigen Kleinheitsgrad b hinabgedrückt, mithin die rechte Seite der 
Formel (7.), und folglich auch ihre linTce Seite <,2%b gemacht werden. 

Wir sehen also: Die linke Seite der Formel (7.) ist eine Function von ft; und 

diese Function kann dadurch, dass mau ^ in das Intervall /3 ^ f^ ^ 1 einschliesst, und 

♦) Und mit Rücksicht darauf, dass abs (w -|- « + • • •) stets < (abs v) + (abs !?) + ••• ist 

"~ 14* 
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sodaDn ß gegen 1 anwachsen lässt, unter jeden beliebigen Eleinheitsgrad fainabgedrückt 
werden. Somit folgt: 

r, was dasselbe: 

T, noch ein wenig anders geschrieben: 

s aber ist [weil wir unter f(l, y) den Hm^ = i/"(fi, 9;} verstanden haben; vgl. (2a.)] 
zu beweisende Formel (jt.). 

Wir nehmen jetzt andererseits an, die Function f{(i, >p) entspreche im Nordpol 
= 1) dem II. Fall (Seite 106). Gleichzeitig bezeichnen wir die Gesammtheit der 
len abzuscheidenden Sectoren (0 und a') mit 1$, und die Gesammtheit der alsdann 
;h übrig bleibenden Sectoren (A und B) mit K; so dass also S die Winkelaumme 
4-0'), und jß die Winkelsumme (2w — a — a') besitzt. Dies festgesetzt, ei^ebt 
1 aus (6.) durch Multip lication mit dip und Integration Über R die Formel: 

) äufffdi, <p)-fll,<p)\d,p g / I>^''ig>, fflr ß < p < 1. 

I ferner eine brauchbare Formel für S zu erhalten, bemerken wir, dass [nach (la.)] 

iz allgemein 

) aba[rt^,<p) -/■(!. V)] ^ 2Jtf 

Hieraus folgt durch Multiplication mit dtp und Integration über S sofort: 
) ab» /'r/-(^, 9J -/■(!, »jlrf<p <: 23f/d¥-ä-M(« + 0. 

d die nunmehr durch Addition von (11.) und (13.) sich ergebende Formel; 
) iihtf^ni.,<p-)-ai,q,)jd<p < ^J Dfl^' U^^ + (2M(a + o')^, für {i <C ^ < I. 

.spricht unseren Zwecken. 

In der That kann die rechte Seite der Formel (14.) unter einen beliebigen Klein- 
tsgrad E hinabgedrOckt werden; in der Weise, dass man zunächst das etceite Glied 
ser rechten Seite durch Verkleinerung der Winkel ff und a' unter ^t, sodann aber 
: erste Glied derselben durch YergrÖsserung von ß ebenfalls unter ^e hinabdrückt, 
nun die rechte Seite kleiner als £ gemacht werden kann, so gilt solches um so 
hr auch von der linken Seite. Wir sehen also: Die linke Seite ist eine Function 
i li; und diese Function kann dadurch, dass man ft in das Intervall ß < fi ■^ \ ein- 
iliesst, und sodann das ß gegen 1 wachsen lässt, unter einen beliebigen Hleinheits- 
id hinabgedrückt werden. Somit folgt.: 
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?.^ 
(15.) üm^^iabB/ I /•(/*, qp) — /"(i, g,)Jdg, = o, 



oder, was dasselbe ist [vgl. den Uebergang von (8.) zu (10.)]: 

2n 27t 

(16.) lim^^i/7(f*, fp)dq,^l fii, q>)d<p, 



Dies aber ist die zu beweisende Formel (x.). 

Dass man zu demselben Resultat auch im 777. Fall (Seite 107) gelangen wird, 
bedarf keiner weiteren Ausführung. Die in Bede stehende 
(17.) Formel (x.) Seite 104 

ist also güUig, sobald nur die Function f(ji^ 9?) den Voraussetfsungen des Theorems (A.), 

[d. i. den Voraussetzungen (1.), (2.) Seite 104] entspricht. 

Zweitens: Strengere Ableitung der Formel (y.) Seite 104. Wir zerlegen das 

dortige T„ in zwei Theile: 

1 

CI8.) T^ = jfia, <p) P;^{iL) dfi + ffifi, qp) P;i» dpi. , 

— 1 






n 



und untersuchen zunächst das Integral Vn . — Bei festgehaltenem 9 repräsentirt f{^ , tp) 
eine Function von ft, welche im Intervall ft = — 1 • • • • + 1 ahtheüungsweise stetig 
und abtheilungsweise monoton ist [Voraussetzung (2.)]. Bezeichnet also A^ die Anzahl 
derjenigen monotonen Strecken, in welche das genannte Intervall ft = — 1 • • • • + 1 
mit Bezug auf diese Function zerlegbar ist, femer Mtp ihren absolut grössten Werth 
in jenem Intervall, so ergiebt sich mittelst des Satzes Seite 90 die Formel: 

(19.) abs [V^-fil, <p)] < 4Ä^ D^' 1 + (4Ä^ + 1) M^ H^' /^. 

Dabei bezeichnet ß eine der Bedingung < ^ < 1 eutsprechende, sonst aber wiUlcürUch 
zu wählende Constante; so dass also, geometrisch betrachtet, unter {(i = ß) ein beliebiger 
Parallelkreis der nördlichen Halbkugel zu verstehen ist. Die Formel (19.) kann, falls 
man die Maximalwerthe der den einzelnen Meridianen 9? entsprechenden Grössen Äy 
und Mtp respective mit h und M bezeichnet, auch so geschrieben werden: 

(20.) ab8[F„-/^(l, (p)] < 4ÄD^'^ + (4Ä+l)il/n«'/*, 

wo offenbar M nichts Anderes ist als der absolut grösste Werth von f((iy 9) auf der 
ganzen Kugelfläche [ebenso wie früher in (la.)]. 

Da die Grösse D^ ^ [definirt in (4.) Seite 105] nothwendig ^ 2 Jf , und da anderer- 
seits die Grösse IT^; ^ [definirt auf Seite 84] nothwendig <, 1 ist, so folgt aus (20.) sofort: 
(21.) abs [F„ -/•(!, <p)] < ShM+(^h+l)M^(i2h+l)3I, 

Um nun in unserer Untersuchung weiter zu gehen, haben wir, was die Beschaffen- 
heit der Function /'(/it, 9) im Nordpol {(i = 1) betrifft, wiederum der Reihe nach die 
Fälle /., II., III. Seite 106, 107 in Betracht zu ziehen. Doch wollen wir, weil der Fall 
J. zu einfach ist, sogleich mit dem //. Fall beginnen. — Bezeichnet man die abzu- 
scheidenden Sectoren [von der Winkelsumme (6 -{- ö')] mit S, und die alsdann noch 
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übrig bleibenden Sectoren [von -der Winkelsumme (2ä — 6 — <?')] mit J2, und integrirt 
man nun die Formeln (20.) und (21. ), nachdem sie zuvor mit dtp multiplicirt worden 
sind^ respective über 12 und S, so erhält man: 

(22.) aba/j^F^-Z^a, 9)]d[9 ^ ^hj D^^' ' d<p + (^h + 1) HTt^; ^fdtp , 

(23.) abfi/ ["r„-/Tl, <p)ld«p ^ {12h + i)MJdq>; 

und hieraus durch Addition*): 

(24.) abs rfr,- f{\ , 9)] dfp < (^Hh + 2) «JlfTTi' /*^ + i^^^J^^ ' (l9)+((12Ä+l) ^/(ff+iF')^ 



Diese Formel entspricht unseren Zwecken. In der Thai kann die rechte Seite 
derselben unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad b hinabgedrückt werden; in der Weise, 
dass man zunächst das dritte Glied dieser rechten Seite durch Verkleinerung der Winkel 
6 und <y' unter \b, sodann das ziveite Glied durch Vergrösserung von ß ebenfalls unter 
^6j und schliesslich das erste Glied durch Vergrösserung von n gleichfalls unter \b 
hinabdrückt. Lässt man alsdann nachträglich das n noch weiter wachsen, so bleiben 
das zweite und dritte Glied ungeändert, während das erste noch weiter sich verkleinert. — 
Somit folgt also aus unserer Formel (24.), dass die linke Seite derselben nicht nur 
durch Vergrösserung von n unter einen beliebig gegebenen Eleinheitsgrad hinabgedrückt 
werden kann, sondern auch, dass sie, falls man alsdann das n noch weiter wachsen 
lässt, noch weiter sich verkleinem wird. Also ist: 

hm«^3, abarfr^-Al, cp)1 d<p = 

oder, was dasselbe: 

«7t 

(26.) 



In ganz analoger Weise kann das Integral ün (18.), mittelst des fünften Satzes 
Seite 90, behandelt werden. Man findet alsdann: 

27r 

(27.) lhn„ = « /[^«-(-ir"^V(- 1, cp)](?g) = 0. 



Und nunmehr folgt, weil Un+ Vn^^ Tn war, durch Addition von (26.), (27.) sofort: 

(28.) lini„ = aor[^n~Al,9)-(- !)*■*■' A-1, g>)]cl9«0. 



Dies aber ist die zu beweisende Formel (y.) Seite 104. 

Dass man zu demselben Resultat auch im I, und III. Fall gelangt sein würde, 
bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung. Die in Rede stehende 



(25.) 





«7t 



*) Dabei ist zu beachten, dass 

J^ d(p.=^ (2« — (F — <y')-<2«, und fg c7qp = (er + ^') ißt . 
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(29.) Formel (y.) Seite 104 

ist also gültig^ faUs nur f{fi^ 9?) den Voraussetzungen des Theorems (A.), [d. i. den Vor- 
aussetzungen (1.), (2.) Seite 104] Genüge leistet. 

Schliessliches Resultat. — Durch (17.) und (29.) sind die zu Ende des vorher- 
gehenden § gegen die Ableitung des Theorems (A.) erhobenen Einwendungen beseitigt. 
Wir sehen somit, dass dieses Theorem (A.) und folglieh auch das demselben sich an- 
schliessende Theorem (B.) Jceinem Bedenken unte^'Uegen. 

§5. 

Die nach Kugelfanotionen fortsohreitenden Entwicklungen für den, Fall, dass die 
zu entwickelnde Function nur von einem Argument abhängt. 

Ist die Function /*((t, 9?) auf der Kugelfläche abtJieilungsweise stetig, so 
werden die Bedingungen des Satzes Seite 95 wenn auch nicht immer, so 
doch im Allgemeinen erfüllt sein. Demgemäss können wir jenen Satz, aller- 
dings auf Kosten der bisherigen Strenge, folgendermassen aussprechen: 

Satz. — Bezeichnet f{{i, 9:) eine Function, die auf der Kugel fläche ah- 
theilungsweise stetig ist, und bezeichnet außerdem y den kürzesten sphärischen 
Abstand des variablen Punctes (n, tf) von irgend einem festen Puncte (fii, 7)1), 
so gut die Formel: 

— 1 ^ ^ 

wo A das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche f{^^ tp) be- 
sitzt längs eines um den Punct (fii, 9:1) beschriebenen unendlich kleinen Kreises. 
Auf der Kugelfläche mag nun an Stelle von f{^^, 9?) eine nur von (t 
abhängende Function f{^i) ausgebreitet sein, d. i. eine Function, die längs 
eines jeden Parallelkreises constant bleibt, und nur variirt beim Uebergange 
von einem solchen Kreise zum andern. Setzen wir nun voraus, diese Function 
f{{i) sei im Intervall (£= — 1 . . . + 1 abtheilungsweise stetig, so wird sie 
dieselbe Eigenschaft auch besitzen bei ihrer Ausbreitung auf der Kugel- 
fläche*), mithin dem Satze (a.) sich subordiniren. Demgemäss ergiebt sich: 



(1.) lim 



— i ^ ^ 



WO A das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt , welche die Function 

*) Es wird nämlich die Kugelfläche in eine endliche Anzahl von Zonen (resp. Calotten) zer- 
legbar sein , der Art , dass die Function /"(ft) auf jeder einzelnen Zone (resp. Calotte) stetig ist. Und 
zwar werden die zu dieser Zerlegung erforderlichen Parallelkreise durch 11 ^^ ß^^ 11 = ßi, . . . . fi=^ ßp 

dargestellt sein, falls man unter ßj, ß»i - > * - ßp diejenigen Werthe des Argumentes fi versteht, für 
welche /^(ft) unstetig ist. 



112 Die Laplaoe'Bche Reihenentwicklung. 

f{(i) besitzt längs eines unendlich kleinen um (fii, yi) beschriebenen Kreises. 
Zufolge dieser Definition aber wird 

(2.) ^ = /^(-l), Oder ^ A^.-0) + A^t + 0) ^ ^^^^ _^^j^ ^^.^^ 

je nachdem Mi = — 1 1 oder — 1 <[ fij < 1 , oder jti'i = 1 iat^ 

wie sich solches unmittelbar durch die geometrische Anschauung ergiebt*). 
Bemerkt man schliesslich, dass die Formel (1.) durch Substitution des be- 
kannten Werthes (Seite 99): 

i>^(C0By) - PJu) PJ(i{) + U^COs(q> - qp,) + F„cOB2(qp - qp,) + 

die Gestalt anninmit: 



=«y wf J'CSn 



(3.) lini„ ^^ij f{(i) I ^ (2n + 1) P^{ii) P^ Ca,) jdfi^A, 

SO gelangt man durch Zusammenfassung von (2.) und (3.) zu folgendem Satz. 
Satz. — Bezeich^iet (Ai eine gegebene Constante, tind f{u) eine Fufictiofi, 
die im Inte^'vall ^ = — 1 .... -f- 1 abtheiliingsweise stetig ist, so uird 
der ÄusdriicJi: 

(ß-) lini, = « ij7w ( J^ (2n + 1) P,W PJ^i) j df, 

-A-1), oder «i^ii*LZZ.OL+_AM, + 0)^ ^^ ^^^^^ 

sein, je nachdem 

1*1 =— — 1 , oder — 1 < 1*1 < 1 , oder f*i «■ 1 tst , 



+ 1 



Der Ausdruck (ß.) geht^ falls man -^^-ffiii) Pniy) d^ = C^ setzt, 
über in: "^ 

andererseits werden die verschiedenen Gestalten, welche der Werth dieses 
Ausdrucks zufolge der Formel (/J.) besitzt, sämmtlich = f{[i^j sobald man 
voraussetzt, dass /"((i) geradezu stetig ist. Demgemäss ergiebt sich folgendes 
Resultat : 

Satz. — Ist f{ii) im hitervall f* = — 1....+ 1 stetig , so lässt sich 
der Werth dieser Function für jedwedes der Bedingung — 1 < f*i < l ent- 
sprechende Argument fix durch die Beihe darstellen: 

(y.) fit^i) = ^0 Po (f*i) + C^ P, (ii,) + C^P^ (in) + in inf. ; 

und zwar bestimmen sich die hier auftretenden constanten Coefftcienten C mittelst 
der Formel: 



*) Vgl. die vorhergehende Note. 
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- ^/'' 



Cn ^ i fiV^) PAV) dl, . 



n 



Yerallgemeinerung. — Wir können diese nach Po , Pj , Pg , . . . fortschrei- 
tende Entwicklung leicht ein wenig verallgemeinem, indem wir an Stelle jener 
Functionen die adjungirten Functionen Poa , Pi* , P2AV • • • • eintreten lassen. 
Um näher hierauf einzugehen, sei f(n) irgend eine Function, die im Inter- 
vall ft = — 1 . . . . + 1 ahtJieilmigsweise stetig ist, und h eine gegebene Zahl 

aus der Reihe 1, 2, 3, 4, 5, Alsdann wird offenbar die von ji, (f 

abhängende Function /*(fi) . cos (h(f) bei ihrer Ausbreitimg auf der Kugelfläche 
äbtJieilungsweise stetig sein*) mithin dem Satze («.) sich subordiniren ; so dass 
man also erhält: 



'''—^jf' 



n 



(4.) lim^ = 30 i;r / / A^) cosCÄg,) ( ^(2n+ l) P^Ccoey) ) d.tt dg) « ^, 



--1 ö 




wo Ä das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt , welche die Function 
/*(ft) cos {h(f) längs eines um den festen Punct (ftj, (pi) beschriebenen unend- 
lich kleinen Kreises besitzt. Beachtet man aber diese Definition von A, und 
beachtet man gleichzeitig, dass h eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ... . vorstellen, 
also verschieden von sein soll, so ergiebt sich: 

(5.) ^ = 0, oder ^ f^f'A^.9}±.f(!h+3 coB{hq>,) , oder »0, 

je nachdem ^, = — i , oder — 1 < fii < 1 , oder /^i = 1 ist. 

Bevor wir diesen Werth von Ä in die Formel (4.) substituiren , be- 
merken wir, dass der dort vorhandene Ausdruck P„(cos;'), vgl. (8.) Seite 13, 
durch folgende von j = bis j = unendlich gehende Reihe darstellbar ist: 

-P„(C08y) = y fj ^nj ^nj^^) KjM ^^^Ji'P " 9^1 ■' » 

falls man nur festsetzt, dass die A^j für j > n verschwinden sollen. Und 
gleichzeitig bemerken wir, dass die Formel (4.) durch Substitution dieser 
Reihe die Gestalt erhält: 

Die hier in den einzelnen Gliedern der Summe enthaltenen A zerfallen in 
zwei Classen, nämlich erstens in die 



*) Aehnlich wie früher, wird nämlich aach in diesem Fall die Eugelfläche in eine endliche 

Anzahl von Zonen (resp. Calotten] zerlegbar sein, der Art, dass die Function f{it) C0B{htp) auf jeder 
einzelnen Zone (resp. Calotte) stetig ist. 

Keumann, Entwicklangen. 15 
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(I.) ^0, A» ^1, A» ^2, A»--- ^A~1,A, 

und zweitens in die 

(H.) ^H^ky ^A + 1,A» ^A + 2,A in i°^- 

Da A„A ftlr h > n verschwinden soll, so sind die A der Classe (L) sämmt- 
lieh = 0; so dass also in (6.) die untere Suminationsgrenze durch h ersetzt 
tverden darf. Andererseits subordiniren sich die A der Classe (IL) der in 
(10.) Seite 13 angegebenen Formel: 

Ausserdem wird, ebenfalls nach (10.) Seite 13, das 

(III.) Sj^ stets = 2 

sein, weil h eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . vorstellt. — Mit Rücksicht 
auf diese Bemerkungen gelangt man durch Zusammenfassung der Formeln 
(5.), (6.) zu folgendem Satz: 

Satz. — Bezeichnet h eine gegehefie Zahl am der Reihe 1, 2, 3, 4, ... .^ 
ferner fii eine gegebene Constante, endlich f{y) eine Function , die im Intervall 
(A =f — 1 . . . . + 1 abtheilungsweise stetig ist, so wird der Ausdruck 

(*.) Hm_„ ißw (ß' (^>^ + ;^ l%- '^^ P„(,) P„(,.) 

.0, oder -ßf^-«)-i-.^'- + l), oder -0 

sein, je nachdem 

fi4 = ~ 1 , oder — 1 < fii < 1 , oder fi^ ■— 1 igt. 

Dabei bezeichnet II die Gauss' sehe Function (Note Seite 13). 

In analoger Weise, wie früher der Satz (ß.) zum Satz (y.) fahrte, in 
analoger Weise leitet der gegenwärtige Satz (d.) zu dem folgenden Satze (e.) hin: 

Satz. — Bezeichnet h eine gegebene Zahl aus der Reihe 1 , 2 , 3, 4 , . . . , 
und ist ferner f^i) stetig im Intervall ft= — l.... + l^so wird der Werth 
dieser Function für jedwedes der Bedingung — 1 < (tj < 1 entsprechende Ar- 
gument f/i enttvickdbar sein in folgende Reihe: 

deren Coefficienten C„ sich bestimmen mittelst der Formel: 

+.1 

^ 2n+l JI(n — h)l^,.^ , . , 

—1 

wobei n die Gauss'sche Function bezeichfiet (Note Seite 13). An den Grenzen 
des betrachteten Intervalls y d. h. für fii = + 1, ist der Werth der vorstehenden 
Reihe = 0, also ohne irgend tvelchen Zusammenhang mit den dort vorhandenen 
Werthen der Function f 
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Bemerkung. — Bezeichnet y eine der Bedingung 
(1.) -1 ^ y ^ +1 

entsprechende Constante, und fifi) eine Function, die im Intervall — 1 » . . . y 
den Werth 0, hingegen im Intervall y .... 1 den Werth 1 hat, so ergiebt 
sich [aus dem Satz {ß.) Seite 112] z. B. folgende Formel: 

(2.) lim, = ^i r(^(2n+l)P,(f*)P«(^i)jd.ii-l, für - 1 < y < fi, < 1 . 

Und hieraus folgt für den Specialfall (ti = 1: 



lini, = «yf J'(2n 



(3.) lini^=<x> / 1 ^(2w+l)P„Cf*) M^-2, fflr - 1 < y < 1 ; 

oder, was dasselbe ist: 

(4.) ^((2n+l) rP,(f*)(«^ 1-2, ebenfallflfür - i < y < i ; 

oder, falls man die hier auftretenden Integrale wirklich berechnet*): 



(5.) 



a-y)+i"-^^^^^ ^«^ -1 < y<i; 



oder, falls man das erste Glied (1 — y) auf die rechte Seite wirft, und sodann 
durch (1 — /) dividirt: 

(«•) i^^J^^-W-T^. für -1 ^ v<l. 

Hieraus endlich folgt durch Integration: 

(7) J'^^^^nW-^-^^^Cl-y)' far -1 < y<l, 



*) Bekanntlich ist Po(f&) » 1 . Somit folgt: 

1 

(a.) fPoMdfi^i-Y. 



Y 

Was die übrigen Integrale betrifft, bo sei zuDächst eriDDert an die für P„(|ii) geltende Differential- 
gleichung: 

n(n + 1) P,(^) + A. ^(1 _ ^.3 p_,(„)) _ . 
Aus dieser folgt sofort: 

/p.Cm) d^ - - JjJ^' P; M + ConBt. , 

und daher: 

1 



b /p r^)d|a=._^-yLp'(y). 

y 
Diese Formeln (a.) und (b.) sind es, von denen oben Gebrauch gemacht wird. 

16* 



• • • ■ 
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WO C eine Constante (d, i. von y unabhängige Grösse) vorstellt. Um dieses 
C zu finden, setzen wir y = — 1, und erhalten alsdann: 

V -1^L±1 - (- 1 ) • - C7 - log 2 , 
-^ n{n-\- 1) ^ ^ 

d.i. ^-('08«)-i^2+2^-Ä+4^-5- + --' 

oder, falls wir jeden dieser Brüche in zwei Partialbrüche zerlegen: 

oder, was dasselbe ist : q^ n^^ 2 j — i . 

Somit ergiebt sich schliesslich aus (7.): 

eine Formel , die in F, Neumann' s Beiträgen zur Theorie der Kugdfundionen 
(Leipzig 1878) Seite 133 (y.) auf ga/nz anderem Wege abgeleitet ist. 

Zweite Bemerkung. — Ersetzt man den Buchstaben ;ii durch d, so ist 
nach (2.): 



2, för -1 < y <a < 1; 



(9.) lim„=, „y*( J'(2n + 1) P,(^) P, ^ J d^ - 

oder, was dasselbe ist: • 

(10.) ^((2n+l)P„W Tp^Wd^ j-2, für -1 ^ y<* ^ 1; 

oder, falls man die Integrationen ausführt*): 

oder, falls man das erste Glied (1 — y) auf die rechte Seite bringt, und 
sodann durch (1 — j^) dividirt: 



(11.) 



(12) -f ;^^^»W^«W-l^' för -1 < y<d < 1. 

Diese Gleichung zeigt, dass der Ausdruck links nur scheinbar von ö abhängt, 
in Wirklichkeit aber von rf unabhängig ist. Aus dieser Gleichung folgt nun 
weiter durch Integration nach y: 

(»»0 2 n(l + \) ^n(Y) ^n(^) " -^(^) - Jog(l - y) » för -1 ^ y<d ^ 1; 

WO F{d) von y unabhängig ist. Um diesö unbekannte Function F{6) zu 
bestimmen, setzen wir in (13.) das y = — 1, und erhalten alsdann: 

*J Vgl die Note Seite 116. 



Die Laplace*Bche Beihenentwicklang. 117 

00 I 

t^-) ^;^$i)^»C-^) = -^W-l^«2, für (-!)<* £ 1. 

Subtrahirt man aber diese Formel von der aus (8.) [durch Vertauschung von 
y mit ( — d)] sich ergebenden Formel: 

SO ergiebt sich*): 

(C.) 0=^W + l-log(-j--i-^), für -l<tf < 1. 

Und substituirt man endlich den hieraus för F{d) sich ergebenden Werth 
in (13.), so erhält man: 

eine Formel, welche die frühere Fortnd (8.) als speciellen Fall in sich enthält. 

§6. 

Andere Methode zur Begründung der ün vorhergehenden Paragraph aufgestellten Sätze. 

Dass der im vorhergehenden § an die Spitze gestellte Satz («.) Seite 111 
nur im Allgemeinen richtig ist, wurde ausdrücklich betont; dass also Gleiches 
auch gilt von den übrigen Sätzen jenes §, bedarf kaum noch der Bemerkung. — 
Indem wir nun gegenwärtig diesen Sätzen, oder wenigstens einigen derselben 
eine strengere Fassimg zu geben versuchen, benutzen wir als Grundlage die 
in (22.), (25.) Seite 100 gefundenen, die Function 



(1.), A„(ft, fl,)^2 ^^'Y^^n(l*)^»(^l 



betreflFenden Formeln**). Dieselben lassen, sich zusammenfassen in folgenden 

Satz: 

Sind (Xi und rf zwei gegebene Constanten, und ist — 1 < rf < 1^ so wird 
1 

(2.) lini„ = x / \(i*» f*i) ^^ = ^1 ö^^ ""4» ^^^ =1 sein. 



^^n=J.J \(f^ 



je nachdem — 1 < f*i < ^ , oder fi^ mm ^^ oder ^ < f*i < 1 ist. 

Ferner wird das vorstehende Integral stets = 1 sein, falls rf = — 1, und stets 
= sein, falls d = 1 ist. 

*) Diese Subtraction der Formeln (A.) und (B.) ist gestattet, weil die neben (A.) und (B.) 
notirten Bedingungen nur der äusseren Form nach verschieden, in Wirklichkeit aber identisch sind. 
**) üebrigens kann man (wie leicht zu übersehen] zu einer strengeren Fassung jener Sätze auch 
dadurch gelangen, dass man im Ganzen ebenso wie im vorhergehenden Paragraph operirt, dabei 
aber als Grundlage nicht den nur im Allgemeinen gültigen Satz (er.) Seite 111, sondern den strengen 
Satz Seite 95 benutzt 
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Auf Grund dieses Satzes (2.) kann man, mit Hülfe bereits mehrfach 
angewandter Methoden, den Werth des Ausdrucks 

4-1 

(3.) lim» = ao/VwA«(i*, fii)di» (für-1 ^ f*i < 1) 

berechnen, falls nur die Function fifi) im Intervall (t = — 1 . . . . + 1 ofr- 
theüungsweise stetig und ahtheüungsweise monoton ist. Zu diesem Zweck setze 
man f{n) — f^ii) = F{ii), zerlege sodann das Intervall (ii .... 1 in die für 
f{li\ mithin auch für F((i) monotonen Strecken: (fii, r,), (ri, r»), (r^, r»), . . . . (tr^, 1), 
schalte endlich zwischen (ti und Vi noch einen willkürlichen Punct ro ein , und 

behandle sodann das Integral / F{n) A„ (ji , (£,) d (i für diese einzelnen Strecken 

nach dem Du Bois'schen Satz (Seite 33). 



^0 



(4.) 1 1 1 ; ; 1 1 - -i • 1 1 

— 1 f*l ^l ^% «8 -^H 1 

In solcher Weise erhält man z. B. für die Strecke (fii, To), falls man 
zur Abkürzung A^ für A„((i, ^i^) schreibt, die Formel: 



tn 



(5.) fFifi) A, d,i - [fM - fLa,)]Jf 



Ml fi f 

Hieraus aber folgt, weil [nach der Definition von F(ii)] das i^((ii) = 0, imd 
das F{to) = f{To) — fini) ist, sofort: 

A^d^, wo jttj < J < tq. 

In analoger Weise erhält man durch Anwendung des Du Bois'schen Satzes 
auf die Strecken (ro, ri), (ri, t^)^ (r^, Tg), etc. etc. der Reihe nach die Formeln: 

wo To < 1? < T, ; 

to to • 11 

(5".) fF{ii)A^dfi = F{T,)ß^d(L + F{u)f^^df,, wo T, < f < T,; 

etc. etc. etc. 

Das Integral (5.) kann man beliebig klein machen dm-ch ein näheres 
Heranschieben des willkürüchen Punctes tq an den festen Punct fii [vgl. (4.)]. 
Sodann aber kann man die Integrale (5'.) , (5".) , etc. ebenfalls beliebig klein 



(5'.) fF(a)A„d!JL = ■F(xo)J\dti + F{t{)Jh^dfi, 
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machen, nämlich durch Vergrössenmg der Zahl n] wie solches aus dem Satze 
(2.) unmittelbar folgt, falls man nur beachtet^ dass der Punct (ti links von 
sämmtlichen Puncten fo, i?, ri, f, Tg, . . . liegt [vgl. (4.)]. Folglich wird 
man mittelst der genannten Operationen auch die Summen all' dieser In- 
tegrale (5.), (5'.), (5".), etc. beliebig klein zu machen im Stande sein; und 
gelangt also zu der Formel: 

(6.) Um^^^lF(ji)\(fi, iii)dii^O, 

Ml 

Hieraus aber folgt, falls man für F((i) seine eigentliche Bedeutung: [f{(i) — fiih)] 

substituirt : 

1 1 



n 

hl hl 



WO das rechts stehende f{n^ genauer mit fd^^ + 0) zu bezeichnen ist, und 
wo femer der rechter Hand stehende limes sich leicht bestimmen lässt mittelst 
des Satzes (2.). In solcher Weise erhält man: 

(8.) lim, = •//■(/*) A„(i*, fi.) dh - /"(ft, + 0) , oder - /lfii_+21 , oder = , 

hl 

je nachdem |*, «. — l , oder — 1 < j*i < 1 , oder it»i = 1 iet. 

Ebenso wie diese Formel das Intervall fii . . . . 1 betrifft, ebenso wird oflFenbar 
eine zweite Formel existiren, die in analoger Weise auf das Intervall — I . . . . f/i 
sich bezieht. Auch übersieht man sofort, dass diese letztere folgendermassen 
lauten wird: 

hx 

(9.) li«'« = ao/A.«*)A„(^, ft|)clf*-0, oder ^ B}b^^\ oder =^«1-0), 

je nachdem /*i =• — 1 1 oder — 1 <C|tii < I , oder |i*i = 1 ist. 

Schliesslich gelangt man durch Addition der beiden Formeln (8.), (9.), und 
indem man gleichzeitig für A„(ii, fti) seine eigentliche Bedeutung (1.) sub- 
stituirt, zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Bezeichnet f/i eine gegebene Constante, und f{{L) eine Function, 
die im Intervall (x= — 1 . . . . + 1 abtheilungsweise stetig und abthei- 
lungsweise monoton ist, so wird der Ausdruck 

4-1 
(10.) lim, 



= /^(_l + 0), oder =il'*i~:2)±/L^.+^), oder =/•(!- 0) 

sein, je nachdem 

^1 = — 1 , oder — 1 < fi| < 1 , oder f*i ™ 1 «'»*• 
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Dieses Theorem sagt aus, dass der schon früher gefundene Satz (ß.) 
Seite 112 in aller Strenge gilt, sobald man nur zu den dort gemachten Vor- 
aussetzungen noch die hinzufügt , dass die gegebene Function /*(fi) im Intervall 
^ = — 1 . . . . + 1 ahtheüungsweise monoton sei. Analoges gilt mithin auch 
vom Satze (y.) Seite 112. ' 

Bemerkung. — Der hier für das Theorem (10.) gegebene Beweis (an 
dem allerdings wohl nur Wenige etwas auszusetzen finden würden) , ist nach 
meiner Ansicht immer noch nicht ein absolut strenger. Denn der dabei als 
Fundament benutzte Satz (2.) bezieht sich nur auf den Fall, dass die (in 
ihm vorkommende) untere Integrationsgrenze d eine gegebene Constante ist, 
imd kann also auf die Integrale (5'.), (5".), etc.;, in denen die Grenzen tj, 
£", etc. mit n variiren, nicht ohne Weiteres angewendet werden. So z. B. 
finden wir in (5".) das Integfal 

(a.) ^n^ jK^i^^ ^l)<^f'. 

welches zerlegbar ist in die beiden Integrale: 



\ 1 



Dabei entsprechen (ii, ri und ^ der Relation: 

und zwar sind (ii^, ri, z^ drei gegebene feste Puncte, während ^ einen mit n 
variirenden Punct vorstellt, von dem lediglich bekannt ist, dass er [vgl. (y.)] 
stets zwischen den beiden festen Puncten r^ und rg bleibt. Bringt man nun 
den Fundamentalsatz (2.) in Anwendung, so ergiebt sich sofort, dass das 
erste der beiden Integrale (/J.) durch Vergrösserung von n unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad hinabgedrückt werden kann [denn in jenem Integral 
sind feste Grenzen vorhanden]. Wollte man aber Analoges auch für das 
zweite der Integrale (ß.) nachzuweisen suchen, so müsste man zeigen, dass 
dieses Integral durch gehörige Vergrösserung von n simultan für alle der 
Bedingung ti <^ < v^ entsprechenden Puncte s unter einen gegebenen Klein- 
heitsgrad hinabgedrückt werden kann. Hierzu aber bietet der Fundamental- 
satz (2.) nicht die nöthigen Mittel dar. 

Wie man diese UnvoUkommenheit des Fundamentalsatzes (2.) beseitigen 
kann, werde ich im folgenden Paragraphen darlegen. Uebrigens werde ich 
dabei denselben nicht nur vervollkommnen, sondern gewissermassen ab ovo 
herleiten, imd zwar unter Anwendung sehr einfacher Hülfsmittel. Die ein- 
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zigen Stützen , deren ich mich bedienen Tvcerde , bestehen in bekannten Eigen- 
schaften der Kugelfunctionen , nämlich in der Laplace'schen Entwicklung 
Seite 13 (8.), und in dem Satze Seite 83, (16.), (17.). 

§ 7. 
Weitere Betraohtnngen über denselben Gegenstand*). 

Auf der Eugelfläcbe (vom Badius Eins) sei die beliebig gegebene, nur von dem 
einen Argument fi abbängende Function F(fi) ausgebreitet^ welche daselbst überall 
stetig ist. Der absolut grosste Werth dieser Function auf der ganzen Eugelfläcbe mag 
M heissen. Denkt man sich femer um jeden der beiden Pole eine kleine Galotte yqm 
sphärischen Eladius q beschrieben; so mag der absolut grösste Werth , den die Function 
F{(i) ausserhalb dieser beiden Calotten (resp. auf den Rändern derselben) anzunehmen 
im Stande ist, mit M^ bezeichnet werden. 

Es sei nun 91 irgend ein (von beliebig vielen Gurven begrenzter) Theil der Kugel- 
fläche, und A die grösste Anzahl von Puncten, in denen der Band dieses Flächen- 
theiles 31 von irgend einem grössten Kreise geschnitten werden kann. Wir stellen uns 
die Aufgabe, das über alle Elemente d(i dg) der Fläche 9t ausgedehnte Integral 



(1.) 



-JS/'^'^'''^^ (-^w^*^) 



näher zu untersuchen. Die hierbei erforderlichen , im Grunde ganz elementaren Be- 
trachtungen werden nur dadurch etwas mühsam, dass sie die Unterscheidung mehrerer 
Fälle erheischen, je nach der jedesmaligen relativen Lage der Fläche 31 zu den beiden 
Polen. So z. B. kann der Nordpol (ft = 1) ausserhalb 91, oder innerhalb 91, oder am 
Bande von 91 liegen; Analoges gilt vom Südpol (ft «= — 1); u. s. w. Im Ganzen 
ergeben sich also neun verschiedene Fälle. 

Um unsere Betrachtungen durch diese grosse Anzahl einzelner Fälle in einiger* 
massen übersichtlicher Weise hindurch zu dirigiren, wollen wir vorläufig den Südpol 
stets ausserhalb 9t lassen; so dass alsdann nur noch drei Fälle zu unterscheiden sind, 
je nach der Lage des Nordpols. 

Zieht mau auf der Kugelfläche vom Nordpol zum Südpol irgend einen Meridian 
ipy und bezeichnet man diejenigen Strecken dieses Meridians, welche auf die gegebene 

Fläche 9t fallen, der Reihe nach mit (ftj, yi^y (fi^i »U3), (f*p-ii f*j,), was einiger- 

massen angedeutet werden kann durch folgendes Schema [in welchem der Nordpol N 
zur Linken, und der Südpol S zur Rechten liegt]: 



(2.) 



iV « 5t 



-I; 



T 



so ergiebt sich aus (1.): 

(3.) J ^f([Fia,) - Fifi,)] + [F(a,) - FM] + + [F(^^ _ j) - F(tt^)]) d<p . 

*) Die Tendenz dieser Betrachtungen ist dargelegt in der Schlussbemerkung des vorhergehenden 
Paragraphen. 

Neumann, Entwickinngen. 16 
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Hier sind die Wertfae JP(fii)> Fiji^y .... ^(ftj») ihrem absoluten Betrage nach sammtlich 
-^M] auch ist die Zahl p^Ä] [wie aus den für M und A gegebenen Definitionen 
unmittelbar folgt]. Somit ergiebt sich sofort: 

(4.) absJ < 2nÄM, 

Daneben kann noch eine etwas allgemeinere Formel hinzugefügt werden. Bezeichnet 
man nämlich den zwischen irgend zwei Meridianen <)P «^ 9>o .und ^ e» ^^ ^ ^ gelegenen 
Theil der Fläche % mit 31,^, und den diesem Theile Utf, entsprechenden Theil des 
Integrales J(l.) mit c7^, so ergiebt sich, wie leicht zu übersehen, aus (3.) nicht nur 
die Formel (4.); sondern gleichzeitig auch folgende Formel: 
(4a.) abs t/!^ < ^ÄM. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir über zur genaueren Betrachtung der Torhin genannten 
drei Fälle. 

Erster Fall: Beide Pole liegen ausserhalb 21. Alsdann kann man um diese 
Pole zwei einander gleiche Calotten beschreiben yon solcher Kleinheit; dass sämmÜiche 
Randpuncte der Fläche 91 ausserhaU) dieser beiden Calotten liegen , und Gleiches also 
z. B. auch gilt von den in (2.) auftretenden Puncten ft,, ft,, . . . i ftp. Bezeichnet 
man also den sphärischen Radius dieser beiden (gleich grossen) Calotten mit p, so 
werden F((i^), jP(ft2)» • • • -F(^p) ihrem absoluten Betrage nach sammtlich <^ M^ sein, 
[wie aus der Definition von Jf? unmittelbar folgt]. Und derogemäss ergiebt sich aus 
(3.): abs J^27eAM9 , oder, was dasselbe ist: 

(6a.) J^Q'2nÄM^ , 

wo 6 einen unbekannten (positiven oder negativen) ächten Bruch vorstellt. 

Zweiter Faü: Der Nordpol liegt innerhalb 3(, hingegen der Südpol nach ivie vor 
ausserhalb 91. Alsdann ist der in (2.) auftretende erste Punct fi, für samratliche 
Meridiane identisch mit dem Nordpol, mithin ftf für alle Meridiane = 1. Doch wird 
man um die beiden Pole zwei gleich grosse Calotten beschreiben können von solcher 
Kleinheit, dass diß übrigen Punete ii^y H> - * • ' i'^py ^^^ ^^^^ ^^^ sämmtlichen Meri- 
dianen, ausserhalb der beiden Calotten liegen. Bezeichnet man also den sphärischen 
Radius dieser Calotten mit p, so werden F(ji2), F(ii^)j . . . F{fip) ihrem absoluten 
Betrage nach durchweg ^ Mq sein. Und demgemäss ergiebt sich [weil f^i «» 1 ist] 'aus (3.): 

(5b.) J — 2« F(l) + e . 2w AM^ , 

WO 6 wieder ein ächter Bruch ist. 

Dritter Fall: Der Nordpol liegt am Rande von 31, hingegen der Südpol nach tcie 
vor ausserhalb %, Alsdann sind die den einzelnen Meridianen entsprechenden Punete 
/ii theils im Nordpol gelegen, theils von demselben entfernt, also der Werth fij theils 
SS 1^ theils < 1. Bezeichnet man insbesondere die beiden die Fläche % im Nordpol 
tangirenden Meridiane mit g?' und g?", und zwar in solcher Weise, dass a = q}" — f 
denjenigen Winkel repräsentirt, welcher von der Fläche % erfüllt ist, und setzt man 
den zugehörigen Aussenwinkel (2^ — ct)a=aQ, so wird jenes /i, «= 1 sein für alle 
Meridiane des Winkels a, hingegen < 1 für die Meridiane des Winkels «q. — Um 
unter diesen Umständen die Formel (3.) weiter behandeln zu können, construiren wir 
zu jedem der Meridiane tp' und q>" zwei Nachbar-Meridiane, deren Azimuthe respective 
mit 9?'+ i^ ^^^ 9" i i^ bezeichnet sein mögen, wo tj eine positive Grösse von 
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willkürlicher Kleinheit vorstellt. Gleichzeitig bezeichnen wir mit S' den zwischen den 
beiden Meridianen 9' + i^ gelegenen schmalen Streifen der Kugelflacbe; ebenso mit 
S" den zwischen den beiden Meridianen 9?" + i^ gelegenen Streifen, endlich mit iSa~ 17 
•und Sao^*i diejenigen Theile der Eugelfläche, welche nach Absonderung dieser schmalen 
Streifen 8' und S" noch übrig bleiben. Die Winkel, welche diese yier Theile S\ S'\ 
S«-,;, Sa^^tj an einem der beiden Pole besitzen, sind alsdann resp. gleich tj, rjy 
(a — ri), («0 — ny 

Betrachtet man nun diejenigen Puncto /^i, ft2> f*3> • • • • f*p E^g^' (2-)] 7 welche 
den Meridianen des Gebietes Sa—ti angehören, so bemerkt man, dass der erste ftj dieser 
Puncte für all' jene Meridiane identisch mit dem Nordpol ist. Diesen Punct ftj ausser 
Augen lassend, aber wird man um die beiden Pole zwei gleich grosse Calotten von 
solcher Kleinheit beschreiben können, dass die übrigen Puncte ftj, ^^3, . . . ftp für alle 
Meridiane des Gebietes Sa-t] ausserhalb der beiden Calotten sich befinden. Anderer- 
seits sind die den Meridianen des Gebietes 5«^.»; entsprechenden Puncte /^j; f^s^ f^.'t? * * * * f^/> 
sämniUich durch gewisse Zwischenräume vom Nordpol getrennt. Man wird daher die 
schon construirten Calotten so weit verkleinern können, dass diese Puncte f^n f^2 7 f^s^ - * * • ^i> 
für alle Meridiane des Gebietes Sa,--fi ausserhalb der Calotten liegen. Solches ausge- 
führt, ergeben sich, falls man den sphärischen Radius jener beiden zuletzt erhaltenen 
Calotten mit q benennt, andererseits aber die den Gebieten Sa^rj^ &o-»7> ^'; ^" ®^^ 
sprechenden Theile des Integrals J (1.) resp. mit Ja-nj ^a^-ny ^'^ ^" bezeichnet, aus 
(3.) die Formeln: 

Ja-n == (« - ^) ^(1) + ^' (« -yi)AM^, 

und gleichzeitig ergiebt sich aus (4 a.): 

Aus diesen Formeln folgt durch Addition: 

oder, anders geordnet: 

oder, weil der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck seinem absoluten Betrage 
nach '^{\AM-\- M), andererseits aber « + ^0 ==*= 2ä ist: 

J = a F(l) + «• . (1 + 4ul) itfij + • ^nAM^ , 

wo <&■, 6 (ebenso wie %\ &\ %'"', ^"'\ &) unbekannte ächte Brüche vorstellen. 

Zusammenfassung der drei betrachteten Fälle. Die drei Formeln (5 a.), (5b.), (5 c.) 
zeigen hinsichtlich des mit behafteten Gliedes volle TJebereinstimmung. Aber auch 
das mit d- behaftete nur in der letzten Formel auftretende Glied kann [weil d' ein unbe- 
kannter ächter Bruch sein soll, mithin auch «= sein darf] in den beiden ersten Formeln 
hinzugefügt werden; und es können daher jene drei Formeln zusammengefasst werden 
zu folgender einen Formel: 

(6.) J = / fFXfi) diidg>^(x F(l) + 9' ^ (1 + iA) Mri + Q - 2nÄM^ , 

16* 
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wenn man nur festsetzt, dass « «s 0, oder =2% sein solle, falls der Nordpol ausser- 
halb, resp. innerhalb % Hegt, und dass ferner a gleich dem Winkelmaass der Fläche 9C 
im Nordpol sein solle, sobald dieser Pol am Bande von SU liegt. 

Zusammenfassung sämmtlicher Fälle. Wenn wir ^ die bisher bestandig festge- 
haltene, den Formeln (5a.) ^ (5b.), (5c.) und (6.) zu Grunde liegende Voraussetzung, 
dass der Südpol ausserhalb % liegt ^ gegenwärtig fallen lassen , und die relative Lage 
der Fläche % in Bezug auf jenen Südpol variiren lassen^ so erhalten wir^ wie leicht zu 
übersehen, an Stelle der Formel (6.) folgende allgemeinere Formel: 

(7.) / f^Xf^) dfidtp^'cc F{1) — u F(— 1) + «• . (1 + 4^) itfiy + . 2nAM^ , 

WO das cc dieselbe Bedeutung, für den Südpol hat, wie a für den Nordpol. Dividiren 

wir diese Formel durch 23t, und beachten wir, dass die so entstehende Grösse ^ ^ — ^ , 

die hinfort mit g bezeichnet werden mag, ebenso wie der in ihr enthaltene Factor ri 
eine positive Grösse von unWcürlicher Kleinheit vorstellt, so gelangen wir zu folgendem Satz. 
Bezeichnet F{eo^(o) oder F{ii) eine auf der Kugelfläche ausgebreitete , daselbst überäU 
stetige Function, ferner M^ den absolut grössten Werth, den diese Function ztoischen ztcei 
Parallelkreisen co = ^ und <o ^= 7t — q anzunehmen im Stande ist, und bezeichnet endlich 
21 eine auf der Kugd gegebene Fläche, deren Rand von einem grössten Kreise niemals in 
mehr als A Puncten geschnitten wird, so gilt die Formel: 

Hier hängt a lediglich ab von der relativen Lage des Nordpols zur Fläche 2t; und zwar 
ist a = oder =a 27t, falls dieser Pol ausserhalb, resp, innerhalb 21 liegt, anderer- 
seits aber repräsentirt a das Winhelmaass der Fläche 21 im Nordpol, sobald dieser Pol 
am Bande von 21 liegt. Und die analoge Bedeutung hat a für den Südpol, Femer 
sind d", Q zwei unbekannte (positive oder negative) ächte Brüche, und endlich J und p 
zwei positive Grössen von willlcürlich zu wählender Kleinheit, 

Allerdings steht p zu g oder (was dasselbe) zu ri in einer gewissen Abhängigkeit, 
wie aus den geometrischen Bedeutungen von q und ri sofort sich ergiebt. Lässt man 
nämlich f (resp. iy) fortwährend sich verkleinern und schliesslich verschwinden, so wird 
Q ebenfalls mehr und mehr abnehmen bis zum schliesslichen Verschwinden. So lange 
aber g (resp. ri) von Null verschieden bleibt, wird auch q von Null verschieden bleiben 
dürfen. Wir haben also hinsichtlich der beiden Meinen 
(8 a.) positiven Grössen i und q 

zum vorhergehenden Satze noch hinzuzufügen f dass g und damit zugleich auch das von t 
abhängende q ad libitum verkleinert werden darf, dass aber q stets von NuU verschieden 
bleiben kann, so lange man g von Null verschieden erhält, 

Anwendung auf die Kugelfunctionen. — Setzt man in (8.) für F{iC) die Function 

80 wird offenbar 2^(1) = 1 und JP(— 1) = 0, ferner Jf ■= 1, und ferner [zufolge 

Seite 84 (17.)]: 

m JM* ^ Max P*'*-« 
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falls man nämlich unter Max fn die grÖsste der Zahlen /*«, /i+i, /'n + 2, . - . . in inf. 
versteht. Nimmt man also gleichzeitig für die Fläche 31 eine beliebig gegebene Calotte 
[ob der Rand derselben durch einen der Kreise fi == Const, oder durch irgend welchen 
andern Kreis dargestellt ist, soll gleichgültig bleiben], mithin die Zahl ^ = 2; so ge- 
winnt die Formel (8.) folgende Gestalt: 

und diese Formel kann^ weil 

U 

ist [vgl, Seite 46 (91.)], auch so geschrieben werden: 



(10.) 



hffX^ -^"^-^-(«'»»»))''M<P-2^ + n+20Max P^-'-^ 



Dabei ist alsdann das a offenbar = 0, oder = 7t, oder = 23r, je nachdem der Nordpol 
(ft = l) au&serhaV) der Calotte 21, oder am Bande von 21, oder innerhalb % liegt. 

In der vorstehenden Formel (10.) bezeichnet cd den sphärischen Abstand des 
Elementes dfi d(p vom Nordpol. Da nun aber die relative Lage dieses Nordpols zur 
gegebenen Calotte 21 eine völlig willkürliche ist, so wird die Formel nicht nur auf den 
Nordpol, sondern eben so gut auch auf jeden beliebigen andern Punct (fti, ^i) an- 
wendbar sein; man erhält also die weitere Formel: 

^"■^ i^SJSß -T^^«(^^«y)) ^^^9> = 2^ + ^S+ 20 Max P^**-^ 

wo y den sphärischen Abstand des Elementes d^ d<p von einem beliebig gegebenen 
Puncte (f*i, 9>|) bezeichnet, während a = 0, oder =ä, oder = 2ä ist, je nachdem 
dieser Punct (ft, , 9),) ausserhalb 2t, oder am Rande von 21, oder innerhalb 21 liegt. 

Wählt man jetzt endlich die Calotte 21 der Art, dass sie von einem der Kreise 
^ SS Const., z. B. vom Kreise ft «=» tf begrenzt wird, und den Nordpol (^ = 1) in sich 
enthält, so nimmt das links stehende Integral die Gestalt an: 

1 27t 



hjj (^ -'4'^'Pn(C08y)jd,idqp, 



oder, falls man für P„ (cos y) die bekannte Entwicklung [Seite 13 (8.)] : 

P„(co8 y) =- P„(|*) P„(iiit) + CcosCcp - <p,) 4. F cos 2(cp - qp,) + - . 

substituirt, folgende Gestalt: 




d ^ ' 



Und man gelangt daher mittelst der Formel (ll.)i falls man daselbst ~- «= A setzt, 
zu folgendem Satz*): 

*) Absichtlich werden wir bei Aussprache dieses Satzes die Fälle 8 =^ l und ^ =s — 1 aus- 
Bchliessen. Denn für ^ »» 1 ist das zu besprechende Integral (12.) stets b:^ 0. Und andererseits ist 
dasselbe [wie früher in sehr einfacher Weise gezeigt wurde; Seite 101 (25.)] stets « 1 , falls ^ =- — 1 ist. 
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Sind fi, und d eteei gegebene Constanten, und ist — l < 8 < \,^so gät für die 1 

Function 

die Formel: 

(12.) /a.(P, jtj d*. = A + « J + 20 Max P^' ""^ 

IM icetdier äaa A = , oder — ^ oder ™ 1 tst 

^ ntuAtlem — 1 < (»i < *> Offer (»i ^ '. wi«" Ä < fi| < 1 «*( . 
Dabei sind *, ««teiannte (positive oder negative) ächte Brüche, femer £, q posifire 
Grössen von vnUkürlidier Kleinheit, während Max pj'""« die früher [Seite ]24 {^,)] 
angegebene Bedeutung hesittt. Insbesondere ist eu beachten, dass i, und damit eugleid 
auch das von t abhängende p ad libitum verkleinert werden darf, da$$ aber q sfefe ton 
Nttü verschieden bleiben darf, so lange man das £ von NuU verschieden erhalt [vgl. (8a.)]. 

Aus diesem Satze folgt sofort, dass das Integral (13.) mit unendlich wachsendem 
n gegen die Constanle A (d. i. gegen 0, \ oder 1) convergirt. Denn ist irgend ein Klein- 
heitsgrad s gegeben, so kann man zunächst das Glied d^ durch Verkleinerung der will- 
kürlichen Grösse £ unter 4«, sodann aber das folgende Glied 29 Max f^'""* durch Ver- 
grSsserung von « ebenfalls unter Ja hinabdrDcken [Satz Seite 83 (16.), (17.)]. Ü. s. w. 

Doch unterscheidet sich der gegenwärtige Satz (12.) von dem früheren Satz Seite 
117 (2.) durch eine grossere Vollkommenkeii, indem er genauer eingeht auf die Art und 
Weise, in welcher jene Convergenz stattfindet. In der That Übersieht man leicht, dase 
der gegenwärtige Satz (12.) den von uns verfolgten Zwecken [vgl. die Bemerkung 
Seite 120] vollkommen entspricht. 



Fünftes Capitel. 

Die nach Cylinderfunctionen, d. i. nach Besserschen Functionen fortschreitende 

Integraldarstellnng. 

Die im gegenwärtigen Capitel ansnistellenden Betrachtungen sind denen 
des vorhergehenden im Ganzen analog, imterscheiden sich aber von jenen 
durch eine grössere Einfachheit. 

§ 1. 
Einige Eigenschaften der Besael'Bohen Fonotionen. 

Erster Satz. — Für reelle Werthe von x ist stets: 

(1.) uUJix) < 1. 

Demgemäss Heilt die Curve y = abs J(x) ihrem ganzen Verlaufe nach zwischen 
den beiden Paralleüinien y = und y = 1. Auch ist die Ordinate dieser 
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Curve im Punct a; = gerade = 1. Der Beweis dieses Satzes ist schon 
früher gegeben worden; vgl. Seite 19 (4.) und aiuch Seite 18 (1.). 

Femer haben wir auf Seite 20 gesehen, dass die Function J(x) für 
sehr grosse Werthe von x darstellbar ist durch die Formel: 

T, . ÄBin X + B cos X 

J(X) ^: , 

y X 

wo A, B gewisse Constanten sind. Und hieraus ergiebt sich sofort folgender 
Zweiter Satz. — Ist a eine positive Grösse, und bezeichnet man den 
absolut grössten Werth^ welchen die Bessd'sche Function J{x) im Intervall 
ic = «..,. oo anzunehmen im Stande ist, mit 

SO wird man dieses Y" durch Vergrösserung von a unter jeden beliebigen Klein- 
heitsgrad hindbzudriicken im Stande sein. Auch bemerkt man, dass, wenn 
< a < «1 <C «2 . - . . ist, zwischen den zugehörigen Grössen Y stets die Re- 
lation stattfinden wird: 

(2a.) Y" > Y** ^ Y"' ;> etc. etc.; 

dass also Y" bei tvachsendem a immer nur abnehmen kann. 

Aufgabe. — Dies vorausgeschickt, stellen wir uns die Aufgabe, das 
Integral 

(3.) jV(.)^-^.. 



näher zu untersuchen, — unter der Voraussetzung, dass die Function 

(4.) Fix) 

im Intervall x = . . . Ä ahtlieüungsweise stetig und abtheilungsweise monoton 
ist; dabei sollen Ä und q beliebig gegebene positive Constanten sein. 

> 

(5.) 1 ^: 1 1 ! 1 1 — f 



Ti Tj T8 tp_T^ A 

Wir zerlegen das Intervall .... ^ in die für F{x) monotonen Strecken 
(0, Ti), (ri, t^), {ti, Tg),.... (rp_i, A), und schalten überdies zwischen 
und Ti noch einen variablen Punct a ein. Der absolut grösste Werth, den 

die Function J{qx) im Intervall x = a oo anzunehmen im Stande ist, 

wird alsdann dargestellt sein durch Y^" [vgl. die bei (2.) eingeführte Be- 
zeichnungsweise]; femer mag der absolut grösste Werth von F{x) für das 
ganze Intervall x = . . . . A mit M bezeichnet werden, und solches ange- 
deutet werden durch die Formeln: 
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ffür x = A Boll sein: Max (aUa f («)) <- Jlf , 

|für x=a A ooist: Max (abe J(9a!)) — Y»". 

5t man nun den Du Bois'schen Satz (Seite 33) auf die in (5.) angegelienen 
Inen Strecken der Beihe nach in Anwendung, so ei^iebt sich zunächst 
lie Strecke (0, c): 

•h ^^ dx = P(0) [/(gg) - J{0)] + FW [J(q«) - J(qi)] , 

d.i. --F{0)Jm + [F{0)~FM]J(qi) + Fi«)Jlqa), wo ;< £ <: o. 

htet man nun, dass nach (1.) das J(0) = 1, und das abs J(2^) < 1 
und beachtet man femer die in (6.) notirten Bezeichnungen, so gewinnt 
Formel folgende Gestalt: 

/*■{«) ~jl-- dx = ~ F{fi) + 9 [F<fi) - Fi.«)] + dMT'", 

3 , fr flehte Brüche vorstellen. Femer ergiebt sich durch Anwendung des 
Bois'schen Satzes (Seite 33) auf die Strecke (o, tj) folgende Formel: 

hieraus folgt mit Eücksicht auf (6.) sofort: 



f 



dJ(££) 



da:-*, ^itfY»". 



;leichen gelangt man durch Anwendung des Du Bois'schen Satzes auf 
strecke (t,, t») zu der analogen Formel: 



w. u. s. w. Dabei sind #1, #», etc. lauter achte Brüche. Schliesslich 
It man durch Addition all' dieser Formeln (7.), (7'.), (7".), etc.: 

JF{x) -^''j^-' dx-- F(0) + e [F(<i) ~ F(o)] + [* + 4(fr, + #. + -- 9p)] Jtf Y«" ; 

, was dasselbe ist; 

al.B 1 Fip) +Jf{x) ^j^-^ dx \ <: aba [F^ü) - F(o)] + ab8[(l + 4j» JtfY*"] , 



Die uach Besserschen Functionen i'ortschreitende Integraldarstellung. 129 

WO übrigens im Gliede V das Zeichen abs gestrichen werden könnte, weil 
die daselbst befindlichen Factoren ihrer Bedeutung nach stets positiv sind. 

Mittelst dieser Formel (9.) kann man nun den auf ihrer linken Seite 
stehenden Ausdruck durch gehörige Vergrösserung von q unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad e hinabdrücken; in der Weise, dass man zunächst 
das Glied ü durch eine geeignete Verschiebung des variablen Punctes «*) 
unter i e , sodann aber das zweite Glied F, durch Vergrösserung von q , eben- 
falls unter i« hinabdrückt**). Auch bemerkt man, dass jedes der beiden 
Glieder U und V unter ia Ueihen wird, falls man nach Ausführung der eben 
genannten Operationen das q noch weiter anwachsen lässt***). Kurz die 
Formel (9.) zeigt in deutlicher Weise, dass die linke Seite dieser Formel bei 
unendlich wachsendem q gegen convergirt. Und wir gelangen daher zu 
folgendem Satz: 

Dritter Satz. — Bezeichnet Ä eine heliebig gegebene positive Constante, 
und F{x) eine Function , die im Intervall x = . . . . A abtheil ungsw eise 
stetig und abtheilungsweise monoton isty so gilt die Formel: 



(10.) lim 





Dass die Grösse F{0) genauer mit F{+ 0) zu bezeichnen ist, liegt Mar zu Tage. 

Wir fügen schliesslich noch folgenden Satz hinzu, der aus (9.) Seite 20 
sofort sich ergiebt, wenn man das dortige y mit q^ und das dortige a mit 
X vertauscht: 

Vierter Satz. — Für beliebige Werthe von q und x gut die Fqrmel: 

j ^^ ' ^ ^ X X dx 



Dieser Satz ist (beiläufig bemerkt) nicht nur analog mit dem früheren Satz 
(Seite 91): ' 

(12) ^(2n+l)P^(a;) = P;(a:) + P; + i(a:), 



u 



sondern kann aus diesem auch geradezu abgeleitet werden durch einen 
leicht sich ergebenden Grenzübergang. 



*) Diese geeignete VerBchiebung besteht darin, dass man jenen Punct a hinreichend nahe au 
den festen Punct heranschiebt [vgl. (5.)]. 

**) Dass solches immer möglich ist, folgt aus dem Satze (2.). 
***) Dies folgt aus dem Satze ('ia.). 

Neu mann, Entwicklungen. 17 
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TJeber die nsoli Bessersolien Fanotionen fortBOhreitende IntegraldaistQUang. 

In der Sorizontaielene mögen die Polarcoordinaten eines beliebigen 
""xr iahten Punctes mit p, qc bezeichnet werden; und zwar sei q der Abstand 
es Punct€8 vom Änfangspunct , und gp das Azimuth. Denkt man sich also 
uf dieser Horizontalebene irgend eine Function 

■) fi.9- -P) 

usgebreitet, so wird ihr Werth im Änfangspunct = /'(O, qc) sein. Ist also 
ie Function im Änfangspunct stetig, so wird dieses /"(O, rp) eine völlig be- 
timmte, d. i. von tp unabhängige Grösse sein. 

Beschreibt man femer um den Änfangspunct einen Kreis vom Radius p, 
j wird das arithmetische Mittel F deijenigen Werthe, welche die gegebene 
'unction (1.) längs dieser Kreislinie besitzt, nur von p abhängen, imd dem- 
emSss mit F{(() zu bezeichnen sein. Kepräsentirt da = Qd<p das beim 
uncte (q, gp) gelegene Bogenelement des Kreises, so ist offenbar: 

eide Integrationen hinerstreckt über den ganzen Kreis, d. i. von qp = bis 
— 2)r. Hieraus folgt: 



leiläuflg sei noch bemerkt, dass der Ausdruck 

.) 1110^ = 0^(9) 

a bezeichnen sein vrird als das aiithmetische Mittel derjenigen Werthe, 
reiche die gegebene Function f besitzt längs eines um den Änfangspunct 
eschriebenen unendlich kleinen Kreises. — Dies vorausgeschickt, wenden 
ir uns zu unserer eigentlichen 

Aufgabe. Nach unsem früheren aber sehr unsicheren Ueberlegungen 
ieite 18) ist jede Function /"(p, ^) darstellbar durch ein nach den Bessel'schen 
unctionen fortschreitendes Integral, nämlich in einem beliebigen Puncte 
ii, (fi) darstellbar durch folgende Formel: 



9,} — UiD^_. '>"« = ■ s 2^ / /'^''■'M / 9<'2''(9'«) 1« 



'0 s die gegenseitige Entfei^iung der Puncte (p, ^) und (9,, tpi) vorstellt, 

lithin den Werth hat: 

.) « — f e' + pi' — ■■äppi cos (9 — 9ii).- 
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Um die Correctheit resp. Incorrectheit dieser Formel (4.) zu beurtheilen, 
haben wir das in derselben auftretende Integral 

(6.) S^ = ätj J ^^^' ''U t/ ^"^^ ^^^^^ ) ^^^ ^"^ 

^0 / 

einer genaueren Untersuchung zu unterwerfen. Um dabei aber sicher zu 
sein, dass dieses Integral sich wirklich ausfahren lässt, wdlen wir von vmn- 
herein annehmen, die Eorizontalebene könne durch irgend welclie Curven, resp. 
durch irgend welches Netz von Curven in eine Anzahl von Theüen zerlegt werden, 
der Art, dass die Function 

auf jedem solchen Theile stetig ist. 

Dies vorausgeschickt, beginnen wir zunächst mit dem Specialfall, dass 
der Punct (q^ 9),) gerade im Anfangspunct liegt, mithin pi = ist. Alsdann 
wird nach (5.): ^ = 9; so dass also das zu untersuchende Integral (6.) die 
Gestalt annimmt: 

(7.) s^ « äl'X/ ^^^' ^^ ( f^"^^ '^^^^^ ) ^"^^ ^"^ • 

00 M) / 

Hieraus folgt mittelst des vierten Satzes (Seite 129): 

(80 ^—i\ijjn<>^9)^ä^ä,d.,, 







also durch Einführung der auxiliaren Function F(q)j [vergl. (2.)]: 

(9.) S,--/V(,)^<i,. 



Hieraus aber folgt weiter, falls jene auxiliare Function F{q) im Intervall 
Q = , . . . B abtheilungsweise stetig und dbtlieilungsweise monoton ist, mittelst 
des dritten Satzes (Seite 129): 

00.) li% = oo^,--^(+0), 

oder, was dasselbe: 

(11.) Iim2 = «^,-Aimp = 0-^(9)' 

WO gegenwärtig der Ausdruck rechts [vergl. (3.)] bezeichnet werden kann 
als das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welche die gegebene Function 
f(Qy tp) besitzt längs eines unendlich Meinen um den Anfangspunct beschriebenen 
Kreises. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

17* 
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Theorem. — Ist die Function fig, ip) auf einer um den Anfangspunct 
mit dem Radius B beschriebenen Kreisfläche abtheilungsweise stetig% und 
setzt man: » »* , . 

^0 / 

i 

so wird dieses S^ bei unendlich wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze 
convergiren. Und zwar ist diese Grenze dargestellt durch das arithmetische 
Mittel derjenigen WertJie, welche f{Q, (p) besitzt längs eines um den Anfangs- 
punct beschriebenen unendlich kleinen Kreises, 

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anwendbar^ 
wenn die auxiliare Function F{q) im Intervall q = . . . . B abtheilungs- 
weise stetig und abtheilungsweise monoton isi**). Dabei ist diese auxiliare 
Function F(q) [vergl. (2.)] definirt zu denken als das arithmetische Mittel der 
gegebenen Function f{Qy <jp) für eine um den Anfangspunct mit dem Radius q 
beschriebene Kreisperipherie, 

Yerallgemeineruiig. — Dieser Satz bezieht sich zunächst nur auf eine 
um den Anfangspunct beschriebene Kreisfläche Ä, lässt sich aber leicht über- 
tragen auf eine um einen beliebigen Punct (pi, tp^ beschriebene Kreisfläche 
Ä'. Bezeichnet man nämlich die diesen Flächen entsprechenden Integrale S^ 
resp. mit S^ und /S/, und setzt man ausserdem zur augenblicklichen ilbkürzung : 

7 



i^j^^^ 



J(q9) = \(Q)y 



(12.) <> , 



mithin: A. / qdq J(qg) = A^(s) , 





SO wird : ^ ., 

(ff) • f(9y 9)QdQ dq>, 



'' -fl"' 



WO g den Abstand des variablen Punctes {q , (p) vom Mittelpunct {qi , y i) der 
Kreisfläche Ä' vorstellt. 

Um die gegenseitige Beziehung zwischen diesen beiden Integralen S^ und 
S'q deutlicher hervortreten zu lassen , woUen wir für den Augenblick annehmen, 
die Function f{Q , <p) repräsentire die Dichtigkeit einer auf der Horizontalebene 

*) Eb wird also vor ausgesetzt, daBs die Function auf dieser Kreisfläche der in ($.) Seite 131 
angegehenen Bedingung entspricht, dass mithin diese Fläche durch irgend ein Curvennetz in einzelne 
Theile zerlegt werden kann, der Art, dass f^g, q>) auf jedem solchen Theile stetig ist. 
**) Vgl, den Uebergang von (9.) zu (10.). 
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ausgebreiteten Massenbelegung. Alsdann repräsentirt offenbar fig, q) qüq d(p 
ein Massenelefmnt dieser Belegung (nämlich diejenige Masse, welche vor- 
handen ist auf dem Flächenelement gdgdq?).- Es repräsentirt also S^ die 
Summe aller auf Ä vorhandenen Massenelemente /*(p, (p) gdg dtp, jedes noch 
multiplicirt mit A^(p), wo g den Abstand des Elementes vom Mittelpunkt 
der Kreisfläche Ä (d. i. vom Anfangspunct des Coordinatensystems) vorstellt. 
Und ebenso repräsentirt S^ die Summe aller auf Ä' vorhandenen Massen- 
elemente /"(ß, (p) gdg dffj jedes noch multiplicirt mit A^(^), wo g den Ab- 
stand des Elementes vom Mittelpunct (g^ (fi) der Kreisfläche Ä' vorstellt. 
Kurz, das Integral S^, hat zur Kreisfläche Ä genau dieselbe Beziehung, wie 
das Integral S'^ zur Kreisfläche St\ Blicken wir also zurück auf das für S^ 
erhaltene Theorem (A.) Seite 132, so erkennen wir sofort, dass für Sf^ folgendes 
analoge Theorem gelten muss: 

Theorem. — jE^ sei Ä' eine in der Harizontcdebene beliebig gegebene 
Kreisfläche^ und f{gj ip) eine Function^ die auf Ä' abtheilungsiveise stetig 
ist. Bezeichnet man alsdann den Abstand des variablen Punctes (g, 9:) vom 
Mittelpuncte {gi, 9,) jener Kreisfläche Ä' mit g, und bildet man das über Ä' 
sich ausdehnende Integral: 



'^ '^«Jjr 




(B.) ^; = .,--// Ae, <p) nd^J{^9)\9d9d^, 



so wird dieses S^ bei unendlich wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze 
convergiren. Und zwar wird diese Grenze dargestellt sein durch das aritli- 
metische Mittel derjenigen Werthe, tvelche f(g^ 9) besitzt längs eines um den 
Punct (ßi, (pi) beschriebenen unendlich kleinen Kreises. - 

NB. Doch ist dieses Theorem mit voller Sicherheit nur dann anivendbar, 
wenn die auxiliare Function F(g) abtheilungsweise stetig und abthei- 
lungsweise monoton ist für d<is Intervall g = . . . . B\ tvo B' den Badius 
der Kreisfläche Ä' bezeichnet. Diese auxiliare Function F{g) ist zu definiren 
als das arithmetische Mittel der gegebenen Function f{g, (p) für eine um. den 
Punct (gi, (pi) mit dem Badius g beschriebene Kreisperipherie. 

Weitere Yerallgemeinerung. — Es sei % ein beliebiges Stück der Horizontal- 
ebene (also ein von beliebigen Curven begrenzter Theil jener Ebene), imd 



2 



-i^ JJz 



(14.) ^o=-:rr / / /"(e, 9) I qdqj(qg) \ ^dg dq> 




ein über diese Fläche % ausgedehntes Integral; dabei bezeichne g den Ab- 
stand des variablen Punctes {g , 9) von einem beliebig gegebenen festen Puncte 
(pi, (pi). Ob dieser feste Punct (91, (pi) innerhalb oder ausserhalb % liegt. 
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mag dahingestellt bleiben. Es soll der Werth untersucht werden, gegen 
welchen dieses Integral Tq bei unendlich wachsendem q convergirt. 

Zu diesem Zweck beschreiben wir um (91 , 9)1) als Mittelpunct eine Kreis- 
fläche ft' von solcher Grösse, dass die gegebene Flache % vollständig inner- 
halb St' liegt; und gleichzeitig wollen wir uns die in (14.) enthaltene und 
nur auf 2^ bezügliche Function fig , (p) über X hinaus in solcher Weise fort- 
gesetzt denken, dass sie auf der Fläche (Ä' — Z) überall = ist. Alsdann 
bleibt offenbar der Werth des Integrales Tg (14.) ungeändert, wenn man 
dasselbe nicht über J, sondern über Ä' ausdehnt. Nach dieser Umänderung 
aber subordinirt sich das Integral dem vorhergehenden Theorem (B.); so dass 
man also vermöge dieses Theorems zu folgendem Resultat gelangt: 

Theorem. — Es sei % ein beliebig gegebener Theil der Horizontal- 
ebenCy und f{Qf <p) eine Function, die auf dieser Fläche % abtheilungsweise 
stetig ist Bezeichnet man alsdann den Abstand des variablen Punctes (9, y) 
von einem beliebig gegebenen festen Puncte (^i, ^i) mit g, und bildet man 
das über % sich ausdehnende Integral: 

so wird dieses T^ bei unendlich wachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze 
convergiren. Und zwar tvird diese Grenze, falls (91, 9^1) innerhalb % liegt, 
dargestellt sein durch das arithmetische Mittel derjenigen Werthe, welche f{q, q) 
längs eines um {qi , y 1) beschriebenen unendlich Mei'nen Kreises besitzt , hingegen 
= sein, falls der Punct (91, yi) ausserhalb % liegt 

NB. Doch ist dieses TJieorem mit voller Sicherheit nur dann amvendbar, 
wenn die auxiliare Function F{g) abtheilungsweise stetig und abthei- 
lungsweise monoton ist für das Intervall g = , . . . B\ tvo B' den Baditis 
einer um {qi , g?,) beschriebenen und die gegebene Fläche % umschliessenden Kreis- 
peripJierie vorstellt. Diese auxiliare Function F{g) ist zu definiren als das arith- 
metische Mittel der Function ^(ß, (f) für eine um den Funct [g^y yO mit dem 
Badius g beschriebene Kreisperipherie; und zwar ist dabei unter /^(p, 9:) eine 
Function zu verstehen, ivdche auf der Fläche % identisch mit f{Q, (p), ausser- 
halb % aber überall = ist. 

§ 3. 

Die nach Besserschen Fmiotionen fortschreitenden IntegraldarsteUungen für den Fall, 
dass die darznsteUende Funotion nur von einem Argnment abhängt. 

Das vorhergehende Theorem (C.) gewinnt , falls man an Stelle der Fläche 
% eine ton den Änfangspunct beschriebene Kreisfläche substituirt, folgende Gestalt: 
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Satz, — Ist die Function f{Q, (f) auf einer um den Anfangspunct mit 
dem Radius R heschriebenen Kreisfläche abtheilungsweise stetig ^ bezeichnet 
man ferner den Abstand des variablen Punctes (p, (p) von irgend einem festen 
Piincte {qu (fi) mit g^ und bildet man endlich das über jene Kreisfläche sich 
ausdehnende Integral: 

R 2n 



\o 



(a.) S^«— / \f{q,^i)\ I qdqJ(qg) ]Qdgdq), 

SO wird dieses Sg bei unendlich tvachsendem q gegen eine bestimmte feste Grenze 
convergiren. Und zivar wird diese Grenze, falls (qi^ q^i) innerhalb der Kreis- 
fläche liegt, dargestellt sein durch das arithmetische Mittel derjeyiigen Wertlie, 
tvelche f{Qy q) längs einer um {qi, (fi) beschriebenen unendlich kleinen Kreis- 
linie besitzt, hingegen = sein, falls der Punct (9,, qri) ausserhalb der 
Kreisfläche liegt. 

Dabei wollen wir, allerdings auf Kosten der bisherigen Strenge, die dem 
Theorem (C.) in der NB. angehängte Bedingung unterdrücken. Und haben 
also festzuhalten, dass der soeben ausgesprochene Satz («.) und die aus dem- 
selben weiterhin abzuleitenden Consequenzen nicht mehr strenge, sondern nur 
im Allgemeinen gültig sind. Zugleich sei erinnert an die Bedeutung des in 
(a.) enthaltenen Ausdrucks J{qg). Es ist nämlich 

(a .) q «. y^^ + et* — -ip^i CO8 (qp — cp, j , 

und femer nach Seite 23 (19.): 

(«".) J(gg) —^ Bj JH^q) JH^Qi) cosj (9 - 9,) , 

>=o 

WO 60 = 1 ) uiid fi = fj = fs = . . . = 2. 

Auf der um den Anfangspunct mit dem Radius R beschriebenen Kreis- 
fläche mag nun an Stelle von fig, qn) eine nur von q abhängende Function 
fio) ausgebreitet sein, also eine Function, die längs einer jeden um den 
Anfangspunct beschriebenen Kreisperipherie constant bleibt, und nur variirt 
beim Uebergange von einer solchen Peripherie zur andern. Setzen wir nun 
voraus, diese Function fig) sei im Intervall 9 = .... i? abtheilungsweise 
stetig, so wird sie dieselbe Eigenschaft auch besitzen bei ihrer Ausbreitung 
auf der gegebenen Kreisfläche, mithin dem Satze («.) sich subordiniren. 
Somit ergiebt sich: 

(1) Hm^^, ^ JJf^^^ ( J ^^^ ^^^^^ ) ^"^^ ^"^ 

=,^(0) 'oder Ifel^)+APl+0), 

je nachdem Pi =» oder < pi < Ä ist. 
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Die linke Seite dieser Formel aber nimmt, falls man für J(g^g) den Werth 
(«".) substituirt, und die Integration nach 9? ausführt, die Gestalt an: 

Somit ergiebt sieh folgender Satz: 

Sat;B. — Ist irgend eine Function fig) im Intervall 9 == ... I? ab- 
theilungsweise stetig, so wird der Ausdruck 

(PO . li% = « I f(.9) ( Ui^Q) «^(2Pi) aäq \ Qdg 

\ ^ 

-AO) oder =Ö£l-«) + /^i£l±-0) ««n, 

je fiaMLema Pi = oder < pj •< 22 ist. 

Und aus diesem Satze seiher ergiebt sich unmittelbar'^), dass der in Bede 
stehende Ausdruck 

=----, oder s= sein wird , 

falls Qi=^ E , respective B <^ qi ist. 

Ist die gegebene Function f(Q) im Intervall . , . . 1? nicht abtheilungs- 
tveise stetig, sondern geradezu stetig, so ergiebt sich also die Formel: 



NO 



f(.9) «^(39) Qdg I J(q9i) qdq 



= AO)t oder =• /'(Pi) , oder "* 2 ' ^^®^ "" ^ ' 

je nachdem p, = , oder < p, •< 22 , oder pi s. ü , oder 22 •< pi ist. 

Diese Formel aber führt zu folgendem Satz: 

Satz. — Ist die Function fig) stetig im Intervall 9 = . . . JJ, (wo B 

eine beliebig gegebene positive Constante vorstellt) , so wird dieselbe für jedes 

der Bedingung 

< p, < 22 

entsprechende Argument qi darstellbar sein durch folgendes nach den J(qQi) 
fortschreitendes Integral : 



*) Ist nämlich 22' irgend eine Constante, grösser als 22, mithin 

< 22 < 22', 

und versteht man unter /"(p j eine Function , die im Intervall ... 22 identisch mit f{Q) , hingegen 
im Intervall 22 ... 22' überall =»0 ist, so kann man den schon bewiesenen Satz {ß.)f statt auf R und 
/"(p), auch auf 22' und /'(p) in Anwendung bringen. Und hierdurch gelangt man alsdann zu dem 
nngehängten Zusatz. 
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« 



c,-// 



(y.) fiQi) '^j^q^ («^i) 2^2 , 



dessen Coefficienten C^ sich bestimmen mittelst der Formel: 

R 

f(Q) J(q9) QäQ . 


Für pi = jB ist diese DarsteUtmg nicht mehr gültig. Denn das in (y.) ge- 

nannte Integral hat für Qi = B nicht den Werth f{B) , sondern den Werth '-^ • 

Terallgemelneruiig. — In analoger Weise kann man leicht auch zu 
Integraldarstellungen gelangen, welche nach den J^iqgi) fortschreiten, wo 
h eine der Zahlen 1, 2, 3, etc. vorstellen soll. Substituirt man nämlich 
im Satze («.) an Stelle von /"(p, ^) das Product f{Q) cos {h(p)y und setzt 
man dabei voraus, dass fig) im Intervall . . . B dbtheüungsweise stetig ist, 
so ergiebt sich: 

(8.) lim^ = oo 2^ / / f(9)^0^Q^^)[ J aäq Jiqg) j gdg dtp 

N) ^ 

-O»), oder . Ag.-0) + ^(g.+ ^co,(Ay.), 

je nachdem ^j s» o , oder < pt <[ 12 ist. 

Die linke Seite dieser Formel nimmt aber, falls man fdr J{qg) den Werth 
(«".) substituirt, und die Integration nach <p ausführt, folgende Gestalt an: 

li°J?=oo \jf^^^ h COB CÄq)i) ( JJ^iaQ) JHqQi) qdq \ gdg , 

WO das €* = 2 ist**). Somit ergiebt sich der Satz: 

Satz. — Ist h eine gegebene Zahl aws der Beihe 1, 2, 3, 4, . . ., und 
bezeichnet f{Q) eine Function, die im Intervall g = 0... B abtheilungs- 
weise stetig istj so wird der Ausdruck 

W lim,^. /]r(p)| ij\qQ) J\qQ,) qdq 



'0 ^0 




= 0, oder = fMlZ^l±f(h±21 ,«n, 

je nachdem Pi =» , oder < ^^ < JB ist . 



*) Es ist n&mlich zu beachten, dass die gegebene Zahl ^»1,2, 3,.... sein soll, also ver- 
schieden Ton ist. 

**) Vgl. die vorhergehende Note. 

Keamann, Entwicklongan. 18 
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Und aus diesem Satze selber ergieht sich urmtittelbar*) , dass der in Bede 
,de Ausdruck 

— ^-^ , oder = sein wird , 

gfS, Te»pective iJ < pj üt. ' 

Die Formeln dieses Satzes nehmen, falls /"(g) im Intervall . . . R 
lezu stetig ist, folgende Gestalt an: 



«•s=« jf y*A«) ■'*(9?) e'ip 1 ■'^aei) 9äq 



— 0, oder =°A«i). oder ~^^> '^^■^ ~'>< 

idem e, = , oder < p, < iJ , oder p, — Ji , B < pi . 

gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Satz. — Ist die Function /"(p) stetig im Intervall . . . . R, (wo jR eine 

>ig gegebene positive Constante vorstellt), so wird dieselbe für jedes der 

igung 

< 9t < s 

'eckende Argument pi darstellbar sein durch folgendes nach den J''{qQt) 
hrdtende Integral: 

/■((!■) = /c,J\aei) «dg, 
( Coefficienten C, sich bestimmen mittelst der Formd: 

C,-Jf{ll)J\q9)9d9. 

': bezeichnet % eine beliebig gegebene ZaU aus der Reilte 1, 2, 3, 4, . . . 
auf die Fälle pt = und t/i = R ist die Integraldarstdlung {t.) nicht 
■ anwendbar. Denn für (f, = z. B. hat das in (e.) angegebene Integral 
den Werih f{0), sondern den Werfh 0. 

§4. 
Die neuen Integralelgeoeohaften der Beuersohen Functionen. 
Qm diese bereits in (A.), (B.), (C.) Seite 25 angegebenen Eigenschaften 
rengerer Weise zu begründen, gehen wir aus von den Sätzen (ß.) und 
Seite 136, 137. Diese werden, falls man die Constante R mit a be- 
aet, und gleichzeitig die Buchstaben p, q mit einander vertauscht, dar- 
11t sein der eine durch die Formel: 

') Nämlich mitteilt der Bchon früher (in der Note Seite tSS) angegebenen Methode. 
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(1.) li^pz.« //■(«) ( J'j(99) J(9t9) 9^9 J idq - 

_^(0), oder . Ag. - 0) + f(q, + 0) ^ ^^^^ _f^^ ^^^^ _^^ 

je nachdem 
g, » , oder < Ji < a , oder g, » o , oder a < Ji ißt ; 

und der andere durch folgende für ä = 1, 2, 3, 4, . . . geltende Formel: 

(2.) HiD^^3, //"(g)/ / J*(grt J*(g,^) edQUdq=^ 

»0, oder ,Ag,-0)+Ag, + 0)^ ,,,, „/W^ ^^^, ^,^ 
je nachdem jfi «— , oder < ji •< a , oder 9i » a , oder « < ffi ist. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function f{q) im Intervall g = . . . « 
abtheüungsweise stetig sei. 

Aus der Formel (1.) ergiebt sich für den Specialfall: qi = folgender Satz: 

. Satz. — Ist a eine positive Constantey und f{q) eine Function, die im 
Intervall q = . . . a abtheilungsweise stetig ist, so wird: 

(ü.) Hm^^^ / ( ffiq) Jiqg) qdq X^dg^ /"(O) ; 



M) 




und dies ist also diejenige Formel, durch welche die früher gefundene (unsichere 
und zweifelhafte) Formel (B.) Seite 25 ersetzt werden muss. 

Beschränkt man sich auf solche Argumente q^ welche der Bedingung 
< qi < a entsprechen, so kann man die beiden Formeln (1.), (2.) zu- 
sammenfassen in folgende eine fÖrÄ = 0, 1, 2, 3,... geltende Formel: 

\iq^f(qx)+0(q,). für < g, < « ; 



(3.) Mm^^^jm i Jj^ iqg) J^ {q,Q) gdg j 



WO alsdann unter 0{qi) eine Function zu verstehen, die mit Ausnahme ein- 
zelner Puncto überall = ist. Diese Formel (3.) können wir offenbar auch 
so schreiben: 

(4.) l^f=r^jlfmJ\q9)qdq\j\qiQ)QdQ^f{qO+0{q,), für ^ g, ^ a . 

Nehmen wir nun an, es sei F{q) eine Function, die [ebenso wie f{q)] im 
Intervall 2 = 0...« abtheilungsweise stetig ist, so ergiebt sich aus (4.) durch 
Multiplication mit F[q^ q^dqi^ und durch eine nach q^ von bis « aus- 
geführte Integration: 

18* 
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(5.) Hm^^. y J ( Jfiq) J'iqg) qdq\ ( j^F(q,) J^q^g) q, dqA\ gdg ^ Jf{q,) F{q,) q,dq, . 

Also folgender Satz: 

Satz. — Ist « eine positive Constante^ und sind f{q) tind F(q) irgend 
zwei Functionen, die im Intervall q = . . . a abtheilungsweise stetig 
sindy so gut die Formel: 



(V.) Hm 



i«a^=«> r I ( /)(2) J\gtQ) ^dq\( jF{q) J^iqg) qdq\[ gdg^ Cf[q) F{q) qdq ; 

wo h irgend eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt. Diese Fm^md (V.) ist 
im Wesentlichen identisch mit den frülieren Formeln (A.), (C.) Seite 25. 
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